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TEMA 6: PEJOBHA

5.1. HYMEPHUYKHU PE/10BA

6.1.1. Ilojam 1 0COOMHE HYMEPHUYKOT peja

Cabupame peanHux OpojeBa je acollMjaTUBHA Omepalrja U BpUjeAHOCT u3pasa a + b + ¢ He 3aBucu
o] penocaujena onepamuja, 1j. a + b + ¢ = (a + b) + ¢ = a + (b + ¢). Ciuuno, BpujeaHOCT 30Hpa
KOHa4yHO MHOTO OpojeBa a; + -+ a, je jacHo neduHMcaHa U HE 3aBUCU OJ1 PEA0CIHr]je/ia Orepaliuja.

OBa HeIBOCMUCIICHOCT Yy ojipehuBamy 30upa oMoryhaBa kopuiiheme jeJHOCTaBHU]JET 3amuca
n

Zak =a,+a,+--+ ay.
k=1
[IpupoaHo ce nmocraBjba NUTaWkE: Ja Ji je Moryhe ofipenutu 30up 0€CKOHAYHO MHOT'O cabupaka Wi

na i Taj 30up yormre noctoju? HacTojame 1a ce 0IroBOpy Ha OBa U JIpyra CpoJiHa MTUTaka, T0BOIH
710 TI0jMa pejia peaTHux OpojeBa Wik HyMepHu4Kor (OpojHor) peaa.

Hexka je a4, ay, ...., a,, ... HU3 peaiHux Opojena. M3pa3
Zan=a1+a2+---+ a, + - (6.1)
n=1

ce Ha3uBa pejl peaJHuX Opojesa (xpahe peajnu pex wim camo pexn).

! OBo Huje cTpora mareMarnika JedUHHLMja MOWITO oApehuBame 30Mpa OeckoHauHO peanHux OpojeBa (6.1) HHje HMpeTXOTHO Ae(HUHHCAHO.
Hedununumja pena ce Mmoxe GopMyIHcaTH U Ha APYre HAUYMHE, alld Y HACTaBKY KOPHCTUMO caMo HaBeJleHy HeopMmanHy AepuHuLn]jy
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

Hus peannux 6pojeBa (a,) HazuBaMo ONMIITH 4jiaH pexaa (6.1).

Ipumjep 6.1. Pen
1 1 1 1

12 2334 " T amr

j€ pea 4vju je ONIITH WIaH HU3 KOjH je 3a1at GhopmysioM a,, = n € N. 3anucyjemo ra y o0iauky

nn+1)’
N S i ! 0
1-2 23 347 nn+1) B 1n(n+1)'
n=
OminTy 4jiaH pefa reHepuile Hu3 peaaHnux opojera (s;,)
S1 = a4, S, =aq +ay,.., Shn=a;+a; + -+ a,,..

KOjH Ha3WBaMO HU3 MapuujajaHux cyma peaa (6.1).

[Tomohy HM3a mapiyjaTHUX cyMa J0JIa3UMO JI0 OJITOBOPA HA MUTAKkE J1a T 30Up OECKOHAYHO MHOTO
cabupaka IoCTOjU U YeMY j€ jeJHAK YKOIUKO IMOCTO]H.

Hepunummja 6.1. Axo nocmoju konauna epanuuna epujednocm nuza napyujarnux cyma (Sp) u ako
je lim s, = s, maoa kasicemo 0a peo Y., -1 A, KoHeepaupa u 0a My je 3oup (cyma) jeonax s. Y

n—>00
(0]
E a, = S.

n=1

MOM CIyuajy nuuiemo



HYMEPHUYKHU PEJOBH

Kana 3a Hu3 mapuujanHux cyma Bpujeau lim Sp, = 100 Tajia KOPUCTUMO 3aInC

-

n=1

3a pen KOju HHMje KOHBEpreHTaH (Omio 1a je 111_{1(;10 S, = 100 WM J1a HE MOCTOjU TPAaHUYHA BPH]EAHOCT

HH3a MaplujaTHUX CyMa) KaKeMO Ja je JUBepPreHTAaH.

VY nperxoaHUM pa3MaTpambuMa MPETNOCTaB/balld CMO /1 j€ HU3 KOjU MPEACTaBJba OMNIITH YIAH pelia
nedunucad Ha N. Ha moTnyHO uCTH HA4MH ce MOKe MOCMAaTpaTH cliydaj Kaja j€ HU3 KOjU MPeACTaBIba

OIIITH 4jIaH peaa ae(UHUCAH Ha HEKOM OECKOHAYHOM MoJcKymy ckyna N mim ckyma N. 2

Ipumjep 6.2. a) Onwu uinan peaa u3 [Ipumjepa 6.1 ce Mmoxe 3anucatu y o0OJIuKy
1 _(n+1)-n_ 1 1
n = nn+1) nn+1) n n+1

zz:k(k+1) i(%_k—:—l)
(1-+G-3)+G-3)++ G+ e e

Hu3 napumjannux cyma je

2 Hop. aKo je OMIITH 4WiaH peaa HUu3 dy, ds, ... ., Ay, -.. TAIA TTOCMATPAMO PEIl Y.pey Ay, WM AKO j€ OIIITH WIAH HU3 Ag, Aq, ... ., Ay, -

Taja oCMaTpaMo el Y, —q dy.
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

IIpema Tome,

. . 1
Jim s _rllllﬂlo(l_n+1) =1
1a je peJl KOHBEpPreHTaH 1 30up my je jeanak 1. [Tumemo

TL_—l

0) I[TocmaTpajmo pen

& 1
Z In (1 + —).
n
n=2

[Ipumjehyjemo na 3a HU3 MapIKjaTHUX CyMa OBOT pejia BpUjenu

n n n
1 k+1
Sn=Zln(1+E>=Zln - =z(ln(k+1)—lnk)=
k=2

k=2 k=2
In3—-In2+In4—-In3+-+Inn—-Inn—-1)+In(n+1)—Inn=In(n+1) —In2.
Jlakne,

lim s, = lim(In(n+ 1) —In2) =+ o
n—-o0o n—-o0o

na je peja JMBepreHTaH. ¢

Ipumjep 6.3. Pen

[00)

an:q+q2+...+qn+...+, q+0
n=1

C€ HA3WMBa F€OMETPUjCKHU peil.



HYMEPHUYKHU PEJOBH

[TapumjanHe cyme OBOT peja Ccy

q_qn+1
Sn=q+q2+'“+qn= ﬁl q:/:1.
n, q=1
Onane nobujamo
. q
| = — 1

1a je TeOMETPHjCKH pef 3a |q| < 1 KOHBEpreHTaH U CyMa My je
no_9 6.2
I—q
n=1

Hnp.3a q = 1/2 u3 (6.2) nobujamo
B i (1)71 _,
| =
21 n=1 2
1 U jelHa TEOMETpHjCKa MHTEpIIpeTallja OBOr pe3yiTara je Jara Ha
23 4 Cnuuu 6.1.

3aq =1 je lim s, = +0c0 maje pea IMBEpreHTaH.

n—->0o

3aq < —1, He moctoju lim s, u pen je AMBEpPreHTaH.
n—->0o
3a |g| < 1 Takohe MOKEMO ITOCMATPaTH PEL

z q", ny € N,.

n=ngy

Ciauka 6.1.



HYMEPHUYKHU PEJOBH

YouaBamo 51a Tajia BpHjeau

Z qn — Z qn0+k—1 — qno—l z qk
n=ng k=1 k=1
1a je Ha OCHOBY (6.2)

n_ 47
=TTy lgl <1. ¢ (6.3)

Ipumjep 6.4. Onpeautu cyme cibenehux reoMeTprjckux peaoBa (YKOJIUKO Cy KOHBEPTEeHTHH):

a) Zzn, 6) Zgin B)Z(—%)n.

Pjewere: a) q = 2, pen nuseprupa.

0)q = i, pen koHBeprupa. 3a oapehuBame cyme pena kopuctumo (6.3) 3a ny = 0 u gobujamo

B)q = — %, |gq| < 1 ma pen kouBeprupa. 13 (6.3) 3a ny = 3 modbujamo

s (3 s
;(7) EEVERET) ?




HYMEPHUYKHU PEJOBH

Beh cmo HanoMenymnu fa nopes peaa koju je aat ca (6.1), MoxkeMo rnmocMaTpaTi U pejl YMju j€ OMIITU
yjiaH Ae(pUHUCAH 3a N > m, raje je m GuKCupaH npupojaaH 6poj, Tj. pen

(0]

Tm = Am+1 T Qi Tt Qi T = z Am+k » m € N. (6.4)
k=1

Pen 73, ce Ha3WBa ocTaTak peaa ).,—q; d, IOCIHje M —TOr YIaHa.

Onnoc n3mely KOHBEpTeHITH]e pe/la U lheTOBOT OCTaTKa Jiaje cbeaeha Teopema.

Teopema 6.1. 1) Peo Y7 4, KOHEep2UPa aKo U CAMO AKO KOHBEP2UPA He208 OCAMAK Ty,.

2) Peo Y.;7-1 Ay, KOHBEpeUpa aKo u Camo aKko He208 ocmamak uma ocobuny lim r, = 0.

m— oo
Jloxas: 1) Heka je

Sm=a+a;+--+a,
napuyjajiHa Cyma penia ), d, |

r_
Sk = Ame1 T Oy + oo+ Qpyke
napiyjajHa CymMa BbEeroBOT OCTaTKa 7;,. OYurienHo je
r_
Sk = Sm+k — Sm- (6.5)

AKO KOHBEpIrupa pefl ).p=q A, Taaa je Ilim Sm+k = S. Taga uz (6.5) mobujamo
—00

lims, =s — s,

kK—>oo

ma je u pel 7;, KOHBEPTCHTaH.



HYMEPHUYKHU PEJOBH

OOpHYTO, aKo je pen 1;,, KOHBEPreHTaH, Taja je Ilim s = s'. Canma us (6.5) mobujamo
—00

. _ !
lim S0 = S +5p

k— o0
na je u pea Y,p—q 4, KOHBEPreHTaH.

2) Pen Y.o_1 @, MOXEMO 3aIllUCaTH y OOIUKY

(o]

a, = Sy, + .
n=1
Axo je pen ).y 4, KOHBEPI€HTaH, Taja je
T =S — S
OpnaBne nobujamo
lim r, = lim (s —s,,) =0. 0
m—oo m—oo
N3 Teopeme 6.1 3akipydyjeMO da je NmMUTambe KOHBEpPreHIHje pela €KBUBAJIEHTHO NUTAHY
KOHBEpreHlMje HHeroBor MNpPoOM3BO/BLHOI ocTaTka. JIlpyruMm pujedunMa, KOHA4YHO MHOIO
eJieMeHaTa ONIITEr YiaHa He yTHYe HA KOHBEPreHIujy peaa.

[TomTo je KOHBepreHuuja pena jaeduHUCAHA TMOMONY KOHBEPreHIIMje HHU3a MaplHjaTHUX CyMa,
KPUTEPHUjYMHU 32 KOHBEPTEHIM]Y HU30Ba CE€ MPEHOCE U Ha KOHBEpreHiujy peaosa. M3 KommjeBor
KPUTEpUjyMa 3a KOHBEPEreHIHW]y HHU3a® J0Ja3UMO 10 MOTPeOHMX M JOBOJGHHX YyCJIOBA 34
KOHBEPIeHIIN]Y pea.

3 Hus (c,,) peannux Gpojea je Kommjes ako 3a cBako € > 0 nocroju ny € N Taxas 1a je
(vmneN)(mn>ny) = |lcp—cl <e
Caaku kKoHBepreHTaH Hu3 je Kommjes, a y R Bpujenu u 00pHyTO: cBaku KornjeB HI3 KOHBEPreHTaH.



HYMEPHUYKHU PEJOBH

Teopema 6.2. (KouiujeB KpuTepujyM KoHBepreHumje) Peo Y., a, KoH8epaupa ako u camo aKo

3a ceako € > 0 nocmoju ny € N makeo oa epujeou

(Vn,p € N)(Vn > ny) = |sn+p — Sn| = |an+1 + apip + ot apyp| <&

IIpumjep 6.5. Vcnuratu KOHBEPreHIIN]y penia

Pjewere: Umamo na je
1 1 1

:(n+1)2+(n+2)2+m+(n+p)2S
1 1 1 B
D) mrDm+2) T mrr—Dm+p)

1 1 1 1 1 1 1 1
(_ B ) + < B _) + - + B o
n n+l n+1l n n+p—1 n+p n n+p

1

n.

Co 1 : : :
[Tomrro je lim — = 0, 3akpyuyjemo jaa 3a mpou3BoJbHO € > 0 mocToju ny € N TakBo na je

n-oon

1
(Vn > ng) E< E.

[Ipema Tome BpHjean
(vn,p € N)(Vn > n,) |Sn+p — syl <&,

na je Ha ocHoBy KoimjeBor kputeprjyMma KOHBEPreHIInje pell KOHBEpPreHTaH. ¢

(6.6)
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

VY HacTaBKy ImocMaTpaMmo peJ0Be YH]H j€ OMINTHU YJIaH JMHEapHa KOMOMHAIIM]a OMIITHUX YIaHOBA JaTUX
penosa.

Teopema 6.3. 1) Axo peo Y., -1, Koneepeupa, oHoa Koueepaupa u peo Y, -i(aa,), a ER u

8pujeou
Z(aan) =a z -
n=1 n=1

2) Ako pedosu Yp—1Q, U Yp—1b, KoOHeepoupajy, onOa KOHEepaupa u ruxoé 30up
Yn=1(an +by) u epujeou

(0] (0] (0]

Z(an+bn) = Zan +zbn.

Hoxkaz: Cnujenu TUPEKTHO U3 OCOOMHA TPAHUYHUX BPUJETHOCTH HU30Ba. O

IHoTpebdaH ycJi0B 32 KOHBEPreHIU|Y pPeAa je 1a HeroB OIIUTH YWIAH TeXKH HYJIH.

Jlema 6.1. Axo peo Y., -1 Q, KoHsepeupa, onoa je

lim a, = 0.

n—->0o

loxas: N3 jeqHakoCTH
Ay, = Sy — Sp—1, n>1
nooujaMo

lim a,, = lim (s,, — s,_1) = rlll_rgsn — lims,_; =s—s=0.0

n—->0oo n—oo n—->oo

11



HYMEPHUYKHU PEJOBH

Ipumjenda 6.1. Ycaor lim a,, = 0 je moTpeban anu HE W TOBOJbAH 3a KOHBEPreHIM]y pena. Jlakie, ako

n—oo
OIIIITH YJIaH pCla HC TCKHU HYJIU, PCa je AUBCPICHTAH, 4 YKOJMKO OIIIITH YJIaH TCXKH HYJIH, PCIA MOKC Ja

Oy/Ie 1 KOHBepreHTaH 1 quBepreHTad. Tako je 3a pemoe u3 [Ipumjepa 6.2 ucnymen ycios lim a,, = 0 jep
n—-o0o

o _ : 1\ _ :
je rlll_r){)lo D) 0A 1lll_r)£10 In (1 + n) = 0, anu je pex ca ONIITUM YJIAaHOM d,, = mppradl € N koHBeprenras,
a pell ca OMIITUM 4YjaHOM a, = In (1 + %) ,n € N nuBepreHras.
IIpumjep 6.6. a) 3a pen
27
je uchymeH moTpebaH yCIOB 3a KOHBepreHuujy, Tj. lim a, = 1 ? = 0. Mehyrtum, oBaj pexn je
n—->0o
JTMBEPreHTAaH jep je
b 2 L S
S = R —_— e = .o —_— = _ =
N A R
naje lims, = +oo.
n—-0o
0) 3a pexn
n=1
HUJ€ HUCIYHEH NOTpedaH yCJIOB 3a KOHBepereHiujy jep je lim a, = lim ;— 1+#0, na je pen
n—>0oo n—->oo

JMBEpPreHTaH. {

12



HYMEPHUYKHU PEJOBH

6.1.2. PeaoBu ca NO3UTHBHUM YIaHOBHMA

AKO OIIITH YIaH peaa Y., —1 A, UMa 0OCOOUHY Ja je
(WvneN)a, >0,

Taja KaXkeMo J1a je pea Yn—q An Ped ca NO3UTHBHUM WIAHOBHMA.

JacHo je ga HU3 mapIMjaTHuX cyMa pejia ca MO3UTUBHUM YJaHOBHMMA MPECTaBha MOHOTOHO pacTyhu
Hu3. Mmajyhu y Buy na je MOHOTOHO pacTyhu HM3 KOHBEPI'€HTAaH aKO M CamMO aKo j€ OTpaHUYeH
0J103T0, T0Ja3UMO 10 HOTPEOHOT M J0BOJ/HHOI YCJI0BA 32 KOHBEPIreHIUjy OBOT peja.

Teopema 6.4. Peo ca nozumusnum YiaHo8UMA je KOHEEPSEHMAH AKO U CAMO AKO je HU3 He208UX
NApYUjanHux cyma 02panuyer 000320.

Ipumjep 6.7. TlokazaTu Aa je XapMOHMjCKH pe/l

il
n
n=1
AUBCPI'CHTAH.
Pjewere: llpumujetumo na Bpujeau
—1+1+<1+1)+<1+ +1>+(1+ +1)+ +( ! + +1)
=T T\3T) s 8) " \9 16 2n1 41 o)
MoxkeMo yOunTH 11a je
1+1>21 1+1+1+1>41 1+ +1>8 !
3 4 4 5 6 7 8 8 9 16 16"
1++1—1+1++1>2"—11
2n1 41 2n - 2n=l4 1 2n-1 4D 2n-1 4 2n-1 2n

13



HYMEPHUYKHU PEJOBH

Opnagsne je
>1+1+2 1+4 1+8 ! + o4 2n71 . —1+1+1+ +1—1+ .
o2 2“2 8T 16 2n - 272 2 T2
na je HU3 napiujatHux cyma HeorpanndeH. Caga Ha ocHoBy Teopeme 6.4 3akpydyjeMo Jia j€ XapMOHH]CKH

pen AuBepreHTad.

Y HpeTXoJHHM IpUMjepuMa KOHBEPIEHIIH]Y peaoBa CMO HMCIUTHBAIN KOPHINNECHEM pa3IMYUTHX
npucTyma: oapehuBameM HHU3a MapIyjaTHUX CyMa U BEroBe rpaHUYHE BPHjEAHOCTH, UCIIUTUBAKHEM
I'paHUYHE BPHjECTHOCTH OIIIITET YiaHa peia, T¢ IMPOBjepaBarmbeM 0COOMHA HHM3a MaplUjalHHX cyMma
Koje 00e30jel)yjy KOHBEpTeHIM]y WIN TUBEPTCHITN]Y peaa.

[Topen HaBeaeHUX MPUCTYIIA, 32 UCITUTHBAKkE KOHBEPTECHIM]E peI0Ba MOCEOHO Cy 3Ha4YajHa TBphema
y KOjUMa C€ Ha OCHOBY OCOOMHA OIIITEr WIaHa pe/ia ONMUCY]y MOTPEOHU WM JOBOJHHHU YCJIOBH 32
KOHBepreHuujy peaa. OBakBa TBphewa ce Ha3MBa]y KPUTEPUjyMH KOHBEPreHIUje U y HACTaBKY
HaBOJMMO HEKE O] Haj3HAUYajHUJUX U Hajuenrhe KopuIIheHuX KpuTepujyma.

Ha mnouerky HaBoAMMO MOpPENOEHU KPUTEPUJYM Yy KOJeM, TOpea peaa 4Yujy KOHBEPIreHIIU]Y
UCIIUTYjEMO, TOCMATPAMO U peJi ca MO3UTUBHUM WIAHOBHMMA KOJU MOPEIUMO Ca JAaTUM PEJIOM.

Teopema 6.5. (Ilopendenn kpurepujym) Heka cy oamu pedosu ca no3umusHuUM YIAHOBUMA
Ye1Qn U Yige=q by. Ax0 3a cée npupoone b6pojese n 6pujeou nejednaxkocm
a, < by,

maoa u3 KoHeepzenyuje peda Y., -1 by, ciujeou xoneepeenyuja peoa Y,—q Ay, @ U3 ousepeeHyuje
peoa Y1 Qy Caujedu ousepeenyuja peoa Y., —1 by,.

14



HYMEPHUYKHU PEJOBH

Hanomenumo na ycnoB a,, < b, y nopeadbeHOM KpUTEpPHjyMy HE MOpa OUTH HCIYHEH 3a CBE MPUPOIHE
opojese n. Ha ocHoBy Teopeme 6.1 koHauaH Opoj 4jlaHOBa pejia HE yTUUYE Ha HEeTOBY KOHBEPETCHIIN]Y TIa j€
TIOBOJBHO Jia TTOCTOjU Ny € N TakBo na Bpujenu a, < b, 3a n = n,.

VYcnoB koju cMO HaBeiau y MOPEAOCHOM KPUTEPUJyMy MOKE OWUTH HHTEpHpeTupaH U mnomohy
onrosapajyhe rpaHuYHEe BpHjETHOCTH.

Teopema 6.6. Hexa cy oamu pedosu ca no3umueHum YiaHOBUMA Y.pg—q On U Yipeq by U HEKa je

lim —=K
26 B

npu yemy je 0 < K < 0. Taoa epujedu:
1) axo je K < 00 onoa us koneepeenyuje peda Y, -1 by, ciujeou koneepeenyuja peoa Y y-1 Ay,

2) axo je K > 0, onoa uz ousepeenyuje peoa Y., —1 A Ciujedu ousepeenyuja peoa Y o1 by.

Ipumjep 6.8. Vicnuratu KOHBEPreHIIN]y pelioBa

- 1 = 1
1 9y L en
a)2:71(2n+1) ) n< ¢
n=1 n=1

Pjewere: a) IlocMaTpajMO KOHBEPI'€HTAH PEI Yupe1q n—lz u3 [Ipumjepa 6.5. Imamo na je

1
a 2 1 2n+1
lim—nzlimmzlim =2
n—oo bn n—oo i n—oo n
n2

Ha ocHoBy Teopeme 6.6 3akjbydyjeMo Ja je JaTh peJi KOHBEPTeHTaH.
15



HYMEPHUYKHU PEJOBH

6) Heka je « < 0. Taga je lim n—la # 0, na je natu pen auBeprentad. Heka je 0 < a < 1. Tana je
n—->oo

1 1
nf<n-s—>-,
n® n
. . 1 . .
na u3 Teopeme 6.5 U TUBEPreHIINje XaPMOHH]CKOT PEa X peq - nobujamo J1a je JaTh pell JUBEepreHTaH.

1

Heka je @ > 1. Ilocmatpajmo pea Yo-- ( — - al_l). OBaj pen je KOHBEPreHTaH jep je

(n-1)%-1
=Y (= es) = (1 3mn) * (s ) o+ (s ) = 1
i (k _ 1)0: 1 ka—l 20(—1 20:—1 3a—1 (Tl _ 1)a—1 na—l na—l
u
hl?o Sp = lij{}o <1 — 0[1_1> = 1.
Heka je " " "

1
fx) = —air  XE€ [n—1,n].
N3 Jlarpamxose Teopeme nqodujamo na moctoju 8 € (0,1) TakBo na je

, 1 1 a—1
f) = f=1) = (=140 = o~ s = e e

TJ.

1 1 ( 1 1)
m—1+0)* a—-1\(n—1)*1 ne1)

140 < 1 < 1 1 < 1 ( 1 1 )
—_— :_ — —_—
n n (n—1+8)“ n* a—1\(n—1)2"1 pnoe-l

Ha ocHOBY Teopeme 6.5 moOujamo J1a je m1aTh pea KOHBepreHTaHn 3a a > 1. ¢

ITomTo je

16



HYMEPHUYKHU PEJOBH

IIpumjenoda 6.2. Pex

(00]

1
o
n=1
ce Ha3uBa xumepxapmMoHmjcku pea. Ha ocHOBy mpeTXoJHOTr puMjepa OBaj pell KOHBEprupa 3a
a > 1 wugueBeprupaza a < 1.

a €ER

Hasoaumo u Jlanambepos* kpurepnjym KOHBEpreHIHje.

Teopema 6.8. (JlanaméepoB kputepujym) Heka je Yop—q Ay PeO Ca NOZUMUSHUM HTAHOBUMA.
1) Axo nocmoje ny € N u q € R maxsu oa je

An+1
an
. (0%}
maoa je peo Y., -1 O, KOH8EP2eHMAaH.

Sq<1, nZTlO

Axo nax nocmoju ny' € N mako oa je

An+1
> 1, n=ngy
an
maoa peo Y., -1 A, ousepaupa.
2) Axo nocmoju
An+1
lim =L
n—oo an

OHOa ped Yo Ay Koneepeupa 3a L < 1 u ousepeupa 3a L > 1.

4 Jean-Baptiste le Rond d'Alembert (1717 —1783), ppanmycku maremaruyap u pusudap
17



HYMEPHUYKHU PEJOBH

HpnMj ep 6.10. McnuraTt KOHBEpPreHIIU]Y peoBa

a)Zn"' 6)2;@'

Pjewere:a) [TomTo je

(n+1)! (n+1)!
a TS DEE 1 1
lim 2242 = i EDT _ y DT =S«
n-o a, n—oo n n—oo n: n—o 1 1 e
nn nn" ( T ﬁ)

Ha ocHOBY [lanamOepoBor kpuTepujyma 1001jaMo Ja je pell KOHBEPreHTaH.

0) mamo
n+1)(n+3)
y an+1_1. 3n+1 _11_ (n+1)(n+3)_1<1
R an " e n(n+ 2) " 3now nn+2) 3
31’1

1a je pea KOHBEPTeHTaH Ha OCHOBY JlamamMOepoBoT Kputeprjyma. ¢

Ykonuko je

n—oo an

I[aﬂaM6ep0B KPUTEPH]YM HE JIaje OJrOBOP Ha MUTAKE Ja JIX j€ pell KOHBEPreHTaH. 3aucTa, XapMOHU]CKH Pe/l

1
Z;’le je AMBEpreHTaH U Bpujenud lim E = 1. C gpyre cTpaHe, XHIIEPXapMOHUJCKUA PEA  Dpeq ~ je
n—-oo
2

= 1.

KOHBEpPreHTaH, Ipyu ueMy Takohe Bpujeau lim >
n—oo (n+1)
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

Teopema 6.9. (KomujeB kopujeHu kpurepujym) Hexa je Y01 G, ped ca NO3UMUBHUM
YLAHOBUMAL.

1) Axo nocmoje ny € N u q € R maxsu oa je
Va, <qg<1, n = ny

maoa je peo Y.o-1 Ay koneepzenman. Axo nax nocmoju ny € N maxo da je

% > 1, n=ng
maoa peo Y- A, Ousepeupa.
2) Axo nocmoju
lim Y/a, =L

n—>0o

oHOa ped Y,p—q Ay Kousepeupa 3a L < 1 u ousepeupa 3a L > 1.

Ipumjep 6.11. Mcnuratu KOHBEPTEHIIN]Y PEAOBA:

(0]

2) Z (2: —+ 11> 0 ; (1n1n)n'

n=1

Pjewerve: a) Umamo

lim ’\‘/a—n = lim

n—->oo n—co

= i =2>1
im n

n—-oo N —

n<2n+1>" 2n+1
n—1

na Ha oCHOBY jApyror aujena KommujeBor kopujenor kputepujyma (Teopema 6.9) nobujamo na je gatu pen
JTUBEPICHTAH.
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

6) Ilomro je

o n| 1 1
Jim Van = lim (1nn)n_i‘l£’om_0<1

Ha OCHOBY Jpyror aujena KomjeBor KopujeHor KpuTeprjyMa 1001MjamMo J1a 1aTh pesl KoHBeprupa. ¢

CnnynHo kao u koa [lanamOepoBOr KpUTEpHjyMa, MOKEMO TPUMHUJETUTH J1a YKOJIUKO j€

lim%/a, =1,
n—o0o

KommjeB kopujeHHM KpUTEpUJYM HE Jajeé OATOBOp Ha IUTAamE Ja JU je€ pea KOHBEPreHTaH. 3aucTa,

. 1. . . n1 : . 1
XapPMOHHUJCKHU PEIT Y peq — Je JIMBEpreHTaH M BpHje/u lim ~= 1, 10K je XUTePXapMOHHUJCKH Pl Yipmeq =
n—->oo
: . nf1
KOHBEpreHTaH u takohe spujenn lim [— =1,
n-oo\|n

IIpumjenda 6.3. Axo mnocmarpamo oaHoc usMmehy J[lamambOepoBor u KormujeBor kopujeHOT
An+1

KpUTEpHUjyMa, OHJIa CE€ MOKE MOKa3aTH J1a Cy OHU Yy CIIy4ajy KajJa MOCTOJU 1]Ll_r)£10 -

(i cy o0a HeolyunBa uiauM o0a 1ajy uUcTU pesyirar). Melhytum, mocrtoje mpumjepu Kaga ce
JlanamMOepoB KpUTEPUJYM HE MOKE MPUMHUJEeHUTU a KolnjeB KpuTeprjyMm Jaje OAroBOp HA MUTAHE
KOHBEPI'eHIIH]€ pea.

CKBHUBAJICHTHHU

Ha kpajy, 6e3 jokaza HaBOAMMO JOII jeJlaH KPUTEPHJYM 3a KOHBEPIEHIM]Y peJoBa KOJU CE MOXE
OKapakTepUcaT Kao MOpPeAOCHH KPUTEPHUjyM. Y OBOM KPUTEPHUjyMy pe€I UYH]y KOHBEPIEHIIH]Y
UCIIUTYjEMO OPEIUMO ca OAroBapajyhuM HECBOJCTBEHUM UHTETPATIOM.
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

Teopema 6.10. (KommjeB mHTerpajdnm kpurepujym) Hexa je ¢ynxyuja f(x) oegunucana,
NO3UMUBHA, HENPEKUOHA U MOHOMOHO onadajyha na ckyny [1,+00). Tada cy peo

i fov
n=1

f:oof(x)dx

UCMOBPEMEHO KOHBEPCEHMHU UTIU UCIMOBPEMEHO ()ueepzeHmHu.

u HBCGOjCH/l@eHu unmececpai

3a OBaj KPUTEPHUJYM OOMYHO KOPUCTUMO TEPMUH HHTETPAJTHH KPUTEPHUjYM.

IMpumjep 6.13. Mcnuratu KOHBEPTreHIIU]Y PEAOBa

co » 0 1
a);e ’ 6);(n+1)1n(n+1)'

Pjewerve:a) Ilocmarpajmo pyskumjy f(x) = e~ g Huje temko youutu aa je oBa pyHkuuja nepuHucaHa,
MO3UTUBHA U HEMPEKHIHA Ha cKymy [1, +00). IlomTo je

f'(x) = —2xe™*"

MOkeMO 3akJbyuuTd aa je f'(x) < 0,x € [1,+0), na je pynkimja f(x) MmoHoTroHO omanajyha Ha ckymy

X

+oo _,2 : .
, e *"dx xouBeprenrtan (Bugjetu [Ipumjep 2.22

a)) Ha OCHOBY MHTETPAJIHOT KpUTEPHjyMa 3aKJbydyJeMO Ja j€ TOCMaTpaHU peJl KOHBEPreHTaH.

[1, +0). Majyhu y BHy 1a je HECBOjCTBEHH MHTETpal |
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

0) [locmaTpamo yHKITH]Y
1

(x+ Din(x + 1)

Koja je neduHrcana, MO3WTUBHA U HEMPEKUIHA Ha cKymy [1, 4+00). Kako je
In(x+1)+1

((x + DIn(x + 1))’

MokeMo 3akJbyunTH 1a je f'(x) < 0,x € [1,+0), ma je ¢pyukuuja f(x) MmoHOTOHO Omagajyha Ha ckyimy

f&x) =

f'ex)=—

[1,4+00). HcnuTajMo caga KOHBEPreHIU]y HECBOjCTBEHOT MHTerpaia [ 1+O° f(x)dx. Tlomrro je

T" dx . f dx ) ln(x+1)=t B
(x + Din(x+1) bt bo (x+Dln(x+1) |dt = dx|
1 1 x+1
In(b+1)
I U im (nQn(b + 1) — In(n2)) =
Jim, ) %= jim Gn(n(b +1) = In(n2) =+
In2

3aKJbY4yJEMO JIa J€ HECBOJCTBEHU MHTErpan AuBepreHtad. OmaBae, HA OCHOBY MHTErPATHOT KpUTEpUjyMa
3aKJby4yjeMO Jia je AaTH pell JUBEPreHTaH. ).

[Topen Hampwujeq HaBEJEHUX KPUTEpPUjyMa, 32 UCIUTHUBAHKE KOHBEPErE€HU]E PEoBa KOPUCTE CE€ U
IPyTH KPUTEPHU]yMH, OJl KOjux cy HajnozHatuju Pabeos®, Kymepos® u Iaycos’ kpurepujym.

5 Joseph Ludwig Raabe (1801-1859), mBajuapcku MaTeMaTHyap
6 Ernst Eduard Kummer (1810 —1893), memauku MaTeMaTHuap
7 Jochann Karl Friedrich Gauss (1777-1855), meMauku MareMaTudap
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

6.1.1. PepoBu ca npou3BO/bHUM YJIAHOBHUMA

[Mopen pena Y.y -1 A, MOKEMO ITOCMATPATH M PEJT allCOTYTHUX BPUjEIHOCTH HETOBUX YWIAHOBA

(00]

|an| = |a1| ol |a2| -+ ....-|—|an| a5 e
n=1

Kana je pen ). —1la, | koHBeprenTan, Taga KakeMo 11a je pell Y.p—1 Ay, ANCOJYTHO KOHBEPreHTAaH.

JIako ce mokasyje J1a je CBakM arcoJayTHO KOHBEPI€HTAH PeJ YJ€IHO U KOHBEPTEeHTaH pel.

Teopema 6.11. Ako peo Y,n—4|a, | konsepeupa, onoa konsepeupa u peo Yo -1 ay,.

Hokasz: Ako je pen Y.n—1|a,| xouBeprentan, u3z KommujeBor kputepujyma kousepreunmje (Teopema
6.2) nobujamo aa 3a ceako € > 0 nocroju ny € N Tako ga Bpujeau

(vn,p € N)(Vn > ngy) = S‘;l+p — Sp = |apsa| + lansz| + -+ | an+p| <§g,
rije Cy Sp M Spyp NapUUjallHE CyMe pena Y.,-1|dy|. 3a napuujanne cyme Syyp U S, pena Yp—q dn
BpHjeIH
(V1 > ng) = |Spip — Su| = |@ns1 + oot Anap| S lansal + -+ | ansp| < &
Ha ocHoBy KorujeBor kputepujyMa 3akJbyqyjeMo 1a je pefl Y.y =1 A, KOHBEepreHTaH. O

OG6puyTO TBphewe He BpUjeaH, Tj. KOHBEPTreHTaH peJl He MOpa OMTH U aliCoJIyTHO KOHBEPTEHTAaH, IITO
HaM UJIycTpyje cibenehu npumjep.

Ipumjep 6.14. VcnuraTy KOHBEPIEHIIU]Y U AllCONyTHY KOHBEPTEHIH]Y pefa Yupmeq(—1)" %
23



HYMEPHUYKHU PEJOBH

Pjewerve: Tlomro je

[00)

N B

U3 IMBEPreHI1IM]€ XapMOHH)CKOT pejla 3aKJby4dyjeMO J1a AaTH PeJl HUJ€ alCOIyTHO KOHBEPIreHTaH.

HcnurajMo caja KOHBEPreHIM]y OBOT pefa. 3a napuujajHe CyMe Sy, AATOr pella UMaMO

—( 1+1)+< 1+1)+ +( 1 +1)
Son = 2 37 % n—1 " 2n)

[TomTo je
1 1

2n+1) ( 2n+1 " 2n+ 2) 2n = oan
3aKJbydyjeMo aa je Hu3 (S,,, ) MOHOTOHO onaaajyhu. [Ipumjehyjemo na je Hu3 orpaHrdeH 010310 jep BpHjeau

= 1+1+(1 1)+(1 1)+ +< 1 1 )> 1
Son = m \273)7\47 5 m—2 2n—-1)= "

Haxne, Hu3 (S5, ) je kouBeprentas 1j. [loctoju lim s,,, = s. I[TomTo je
n—oo

1
Son-1 = Son — %

nobujamo nma je U HHU3 (S,,_,) KOHBEpreHTaH W na Bpwjeau lim s,,,, = s. OnaBme mobujamo 1a je |
n—->o0o

- _ 8
lim s, = s,

n—co

ma je pef Yoy (—1)" % KOHBEPIeHTaH. ¢

Kana je pen Y;—1 4, KOHBEpPreHTaH a HHUj¢ alCOIYyTHO KOHBEPreHTaH, Taaa KakeMo Ja je Taj pen
YCJI0BHO KOHBEpPreHTaH. Tako je pes u3 NpeTxoHOT IpuMjepa yCIIOBHO KOHBEPTEHTAH.

8 Axo m nonuu30Ba Huza (x,) unja yHuja naje Hu3 (x,) UMajy UCTy rpPaHUuHy BPUjEIHOCT X, OH/A je Hu3 (X,) KOHBEPTEHTaH U UMA TPAHUYHY BPHjEIHOCT X.
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

Bunjenu cMo na je omepaidja cabupama KOMyTaTMBHA M aCOLIMjaTUBHHA y CJIy4yajy 30HMpa KOHA4YHO
MHOro cabupaka. Mehytum, kaga je y nutamy oapehuBame 30upa 0eCKOHAYHO MHOTO calupaka,
3aKOHU aCOIMjaTUBHOCTH U KOMYTAaTUBHOCTH Yy OIIITEM CIy4ajy HE BpH]jee.

Ipumjep 6.15. YV nperxoaHOM npuMjepy CMO MOKa3alu Ja je pel

i(—l)"—l_1 1,111 1
. n B 2 3 4 5 6
n=

KoHBepreHTaH. Heka je s cyma oBor pena. AKo 4iIaHOBE pejia TPyIUIIeMo Ha cibefichr HauuH

2 3 4 5 6 7 B 12n+12n’
n:
7100MjaMo J1a € cyMa pejia Mama O] HIIp. MPBa JiBa WiaHa jep Cy CBU WIAHOBHU Pejia, OCHM IPBOT, HETaTUBHU

<1 1 5
S s

AKO TaK 4JlaHOBE peJia TpynuIieMo Ha cibeaehu HaunH

(0]

(1+1 1>+(1+1 1)+<1+1 1)+ _z( 1 N 1 1 )
3 2 5 7 4 9 11 6 B 4n+1 4n+3 2n+2

n=0
oHJa 100ujamMo J1a je cyma Beha o mpBOT ujiaHa jep Cy CBU WIAHOBM pejia MO3UTUBHHU, T1a j€
>1+ 115
S -—— ==
3 2 6

Jlakiie, mepMyTallijoM U TPYNHCAlkEeM cadupaka KOju ce M0jaBJbyjy YHyTap pela MoKe Iohu 10 mpomjeHe

cyme pena.’ Moske ce MOKa3aTH [a ce CyMa KOHBEPIeHTHOI peJa He MHUjeHha YKOJIMKO CE YIAHOBH Pela

rpynuury 0e3 npoMjeHe noperka. ¢

® Moryhe je 4ak repMyTOBATH WIAHOBE KOHBEPTEHTHOT Pefla TAKO Ja ce J0OHje AUBEPTEHTAH PELL.
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

N3 mpeTxoaHOr npuMjepa BUIAMMO Ja MEepMyTalldja U Tpynucame cabupaka KOHBEPreHTHOT peja
MOKE Jl1a yTU4Y€ Ha CyMy, Ia YaK U Ha KOHBEPreHUHjy pena. Mmak, yKoJIUKO je pea ancoJyTHO
KOHBEPIreHTAH TaJa NepMYyTallija U TPyNUcambe cadupaka He yTHUYe HA CyMYy peaa.

VY HactaBky hemo ce ymo3HaTH ca HajBaXXHHJUM KpPUTEPHUjyMHMa KOjU OIMCY]y JOBOJbHE YCIIOBE 3a
KOHBEPI'CHIIN]Y PeIOBa 00IUKA Y, —q1 Ay Dy

Teopema 6.13 (upuxiieoB kpurepujym) Axo je (a,) monomon nu3 peannux opojesa marxas 0a
gpujeou lim a,, = 0 u axo je nuz napyujarnux cyma peoa Y-, b, ocpanuuen, maoa je peo
n—oo

Y1 Gy by, KOHGEp2EeHmMaH.

Ipumjep 6.16. Vcrnuratu KOHBEPTEHIM]Y PEAa  Dupeq Sl:”.

pena Y., b, 3a b, = sinn. Umamo

Pjewere: Huz a,, = ; je MOHOTOHO omaajyhu u Bpujenu lim ~= 0. ITocmaTtpajMo HU3 NapUHjaATHUX CyMa
n—->o0o
n
: . . 1 z
S, = sinl + sin2 + --- + sinn = 1 Smksm— =

n
1
z (cos (k — —) — oS (k +—>> =
SiN= k= 2sin 2
2k—1 k
1 1 1 -
— cosE—cos<n+§) = |s,| <

25m7

sin
2
3akJbydyjeMo Ja je HHU3 TapIlvjaTHhX cyMa pena ),,—,Sinn OrpaHd4eH, 1Ma Ha OCHOBY JlMpuXjeoBOr

KpUTEpHjyMa JO0HjaMo 11 je Pl Y. .- " 2™ KOHBEepreHTaH. ¢
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

Mebhy pemoBuMa ca mMpoOHM3BOJFHHUM UJIAHOBHUMA IOCEOHO CY MHTEPECAHTHHM adTEPHATHBHU PEIOBH
KOJU UMa]y OCOOMHY Jia Cy y3aCTOITHH €JIEMEHTH OIIITET YjaHa Pa3IuIuTOT 3HaKa.

Hebununuja 6.2. Axo 3a peo peannux 6pojesa Y,y—q1 Ay, 6pPUjEOU

(vneN) a,a,;; <0
Kasicemo 0a je peo aimepHamueaH.

HajBakHuju npuMjep anTepHATUBHUX PEIOBa Cy PEIOBU OOJIHKA

Z(—l)“‘lcn =c—C+ .+ (D" ¢, +
n=1

raje je uu3 (C,) KOHCTAHTHOT 3HaKa (CBU H-ETOBH €JICMEHTH CY HIIU MO3UTHUBHHU MM HETaTHBHN).

3a UCIUTUBaWkEe KOHBEPIeHIIM]€ OBUX peAoBa Hajuenthe ce kopucT JIajOHUIIOB KPUTEPH]YM.

Teopema 6.14. (JIajonunoB kpurepujym) Axo je cpi1 < ¢,, N €N u lim ¢, = 0, maoa je peo

n—-0o

Y>> (=" ¢, xoueepeenman.
Hoxkaz: KonBeprennuja pena civjeqn u3 JupuxieoBor kputepujyma, ysumajyhu na je a, =c¢, u
b, =(1D"1 0O
IMpumjep 6.17. Vcnuratu KOHBEPTEeHIIA]Y peaa
G Ol
v+ (-1)"
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HYMEPHUYKHU PEJOBH

Pjewerve: Umamo

G LN G _x/ﬁ—(—nn_(_l)nx/ﬁ—(—l)”_(_Dn Vi1
Va+ (D" Y+ (=D VA (=D n-1 " 7 n-1 n-1
Pen
[0.e] i _\/ﬁ
;(—D =

je KOHBepreHTas 1o JIajoHUIIOBOM KPUTEPH]YMY, JOK j& pel

co
D
n—1
n=2
JTMBEpreHTad (xapMoHUjcku pen). Jlakne maTtu pesn je cyma KOHBEPreHTHOT M JUBEPreHTHOT pefia, ma je
nuBepreHTad (Bugjetu 3anatak 6.y Iormasspy 6.1.1). ¢

HaBoauMmo joI jeiaH KpUTEPUjyM 3a HCITUTHBAKE KOHBEPICHIIM]jE peoBa O0IHKa ).p—q Ay, by,.

Teopema 6.15 (AOe10B KpuTEPUjyM). Axo je nusz peannux 6pojesa (a,,) MOHOMOH U 02PAHUYEH U
axo je peo Y,»—1 b, koneepeenman, maoa je peo Y., -1 a, b, koneepeenman.

Ha xpajy, y3umajyhu y o03up cBe Hampuje] HaBeJeHE MPUCTYNE y UCIUTHUBAKYy KOHBEPIEHIIU]E
HYMEPUUYKHUX PEI0BA, HABOJIUMO U Je/IaH O] MOTYhUX aJiropuTaMa 3a KOPEKTHY U e(hUKaCHY MPUMjEHY
pa3MaTpaHuX NOTPEOHUX W/WIIH TOBOJHHUX YCJIOBA 32 KOHBEPICHIN]Y OBUX penioBa, Ciuka 6.2.
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Ciauka 6.2.
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6.2. PYHKIIMOHAJIHU PEJOBHA

6.2.1. PaBHOMjepHa KOHBepreHiuja HU30Ba QyHKIH]ja

Huz peannux OpojeBa je mpecivkaBame KOje MPUPOJHUM OpojeBHMa MPUIIPYKYJEe pealiHe OpojeBe
aq, ay, ..., Ay, ... [IpeciukaBame KOje TPUPOJHUM OpojeBUMA MPHUIAPYXKYje peanHe (yHKIHje
a; (x),a,(x), ..., a,(x), ... nepunmcane 3a x € B C R, HazuBamM0O (PYHKIMOHAJIHH HHU3 HJIH HU3
(¢pyHkumja.

AHAaJIOTHO Kao IITO CMO HU3 PeaTHuX OpojeBa o3HavaBaim ca (a,), PyHKIHOHATHH HUA3 03HAYaBaAMO
ca (an (x)). Hus peannux Opojesa je 3anpaBo crienyjajan ciydaj QYHKIMOHAIHOT HU3a U TO Kaja Cy
(GyHKIM]€ KOj€ MPEJICTaBIba]y €JIEMEHTE HIU3a KOHCTAHTHE.

HNebununuja 6.3. Heka je (an (x)) HU3 yHKyuja Koje cy oegpunucarne Ha ckyny B C R u nexa je
Xo € B npoussomna ¢uxkcupana mauxa. Ykonuxo nuz peannux Opojesa (an(xo)) KOHGepaupa,
maoa Kaxcemo 0a je @QYHKYUOHAIHU HU3 (an(x)) KOHBepzeHmaHn y mauxku Xg. Axo je
QDYHKYUOHATHU HU3 (an(x)) KOHBepeeHman y ceaxoj mauxku ckyna A C B, maoda xadicemo oa

QDYHKYUOHATHU HU3 (an (x)) KoHneepzupa ,,mauxa no mauka“ na ckyny A.

Ckyn cBux Tadaka X € R TakBUX Ja je HU3 peaJiHMX OpojeBa (an(x)) KOHBEPI€HTaH, Ha3uBa CE

00J1aCT KOHBepreHuuje QyHKIIMOHAIHOT HH3a (an (x)).
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®YHKIIMOHAJIHU PEJOBH

Hedununuja 6.4. Heka je (an (x)) @yuxkyuonannu Hu3. Dyuxyuja
a(x) = lim a,(x),
n—oo

Odepunucana na obracmu KoHeepeeHyuje YHKYUOHAIHO2 HU3A (an (x)), ce HA3U68a 2PAHUYHA
8pUjeoHocm 0802 PYHKYUOHANHOS HU3A WU CAMO PAHUUA (PYHKYUOHATHOS HU3A.

- 3a KOHKPETHO 3a/1aHe (QYHKIIMOHATHE HU30BE
(a,(x)), wak u y cayuajy xag cy an(x)
eJeMeHTapHe (QyHKIM]e, MPUIUIHO PHUJETKO
je Moryhe eKCIUTMIIUTHO OAPEUTH QYyHKIIH]Y
a(x). Takohe, ocobune QyHkHja a,(x) ce
00nuHO He mpeHoce Ha QyHKIHjy a(x).

IIpumjep 6.18. Heka je

a,(x) =xm, x € R.

Taga je oOsacT  KOHBEPTEHIMJE  OBOT
¢yuknonannor Husa ckyn (—1,1], a rpannuna
BPHUJETHOCT je PyHKIH]a

: (0, —-1<x<1
a(x)—rlll_r)gloan(x)—{l, =1

Cauka 6.3

Younmo aa cy byuknuje a, (x) senpekunne Ha (—1,1], mrro nuje ciy4aj ca pyukuujom a(x), Cnuka 6.3. O
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3a pa3nuKy O KOHBEPreHIMje Hu3a peaiHuX OpojeBa, koA (YHKIMOHAIHUX HU30BAa UMAaMO BHUIIE BPCTa
KouBepreuimje. KoHBepreHiyja ,,Tauka Mo Tayka“ mMa JIOKAJIHHM KapaKTep M MPEACTaBba BPCTY
KOHBEpPreHiuje Koja He o00e30jehyje npeHollemhe HAJBAKHUJUX OCOOMHA (HEMPEKUIHOCT,
nudepeHInjabuITHOCT, MHTErPaOMIHOCT) ca WwiaHOBa (DYHKIIMOHAIHOT HU3a Ha BeTOBY I'PaHUILY.

3ato yBOAMMO paBHOMjepHY (YHU(OPMHY) KOHBEPreHIMjy Koja uMa rio0aqHu KapakTep U Koja
00e30jehyje nmpeHoemke HajBaXXKHUJUX 0COOMHA ca YiIaHOBA HU3a HA HETOBY I'PAHUILY.

Hebununuja 6.5. Kaosxcemo oa nuz gynxyuja (an(x)) pasnomjepno (YHugopmno) Koneepaupa
ka ¢pynxkyuju a(x) na cxyny A ako

(Ve > 0)(3Any € N)(Vn = ny)(Vx € A)|a,,(x) —a(x)| < e. (6.7)

Youumo na ce y Jepunumuju 6.1 3axTHjeBa ga n, Oyne UCTH 3a CBako x € A, MOK KojJ OOWYHE
KOHBEPETrEHIIN]€ Mg Yy OMIITEM CJIy4ajy 3aBUCH O] X.

Kana Hu3 ¢pynkuuja (an (x)) paBHOMjepHO KOHBeprupa ka GpyHkimju a(x) Ha ckyny A, Taja oBaj HU3
Ha cKymy A KOHBeprupa M ,,rauka mo Tauka™ ka pyskiuju a(x). Takohe, ykonnko HU3 (yHKIH]ja
(an (x)) paBHOMjepHO KOHBeprupa ka GyHKIUju a(x) Ha cKymy A, Tajga OH paBHOMjepHO KOHBEpIrHpa
Ka pyHKIUju a(x) U Ha CBaKOM MOACKYIy B ckyma A.

IMpumjep 6.19. Jlokaszatu na je HU3 QPyHKIH]jA
X

an(x) = 1+ n2x2

paBHOMjepHO KOHBEpreHTaH Ha R.
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Pjewere: 3a pukcupano x € R umamo
________________________________________________________________________ _ X
e T
- 11a je 00JacT KOHBEpreHInje mocMaTpaHor Hu3a (pyHKIrja
ckyn R u rpanuna je pyHkuuja
_______________________________________________________________________ a(x) =0, x € R
Jasbe umamo

Ciauka 6.4

la,(x) — a(x)] L _2Znl !

= |L| :—-—S__lo
1 + n2x2 2n 1+ n2%x%2 ™ 2n

| : : : 1
Iowrro je lim —— = 0, 3a nponssosbHO € > 0 1mOCTOjH NPUPOAAH OPoj Ny TaKaB Ja je (Vn > ny) o <&
n—-oo

Opnane 1o6ujamMo J1a Bpujeau
(Vn>ng)(Vx €R) = |la,(x) —alx)| < &

na je Hu3 QyHKIM]ja paBHOMjepHO KoHBepreHTaH Ha R, Cnuka 6.4. ¢

Younmo na Hu3 (QyHKIHMja (an (x)) u3 Ilpumjepa 6.18 He KOHBeprupa paBHOMjEpHO Ka (YHKIHUJU
a(x).3aucra, Heka je 0 < € < 1 mpoussosbHo U x € (0,1). Tana je

Ine
la,(x) —a(x)|=x"<e &n>—.
Inx

. . Ine . .
ITowro je llql e = +00 HHje Moryhe opeIuTH Ny TaKo Ja je
x—1-—

(Vn > no)(‘v’x € (0,1))|an(x) —a(x)| <e ¢

1"&2’"25 l1e2n|x|<1+n*x?2e (1—-n|x])?=0
1+n<x
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Ha ocHOBY npeTxoAHUX pa3MaTpama 3akJbyuyjeMo Ja YKOJIUKO HU3 (PyHKI[M]a KOHBEpPrupa ,,Tauka 1o
Tayka‘“* Ha HEKOM CKyTy, TaJia He MOpa KOHBEPTrUpaTy paBHOMJEPHO Ha TOM CKyIy. 300T TOra KaxeMo
71a je paBHOMjepHa KOHBEPIeHIINja y oApeheHoM cMucy ,,jaua‘ o1 KOHBEPTeHIIH]e ,,TauKa 10 TauKa“*,

Pa3nuka uzmely paBHOMjepHE KOHBEPIeHIIN)€ U KOHBEPIeHIIN]€ ,,TaYKa [0 TayKa“* ce BUJIU U Ha cIMKama 6.3
u 6.4. YV cinyuajy paBHomjepue koueeprenije (Ilpumjep 6.19), dbyukuuje a,(x) wumajy excTpemHe
BpHjeaHocTH y Taukama (+ 1/n,+ 1/2n), na 3a npousBossHO € > 0 MOCTOjH Ny TAKBO 1A je

(Vn = ng)la,(x) —a(x)| = la, ()| <.
To 3Haum 1a ce 3a n = ny KoMILIeTHU rpaduim hyHknuja a, (x) — a(x) Hamase y ckymy |y| < &, Cinuka 6.4.

To mehytum He Bpujean y ciaydajy Hu3a ¢pynkuuja u3 [pumjepa 6.18 koju HIje paBHOMjEpHO KOHBEPTCHTAH.
3ancra,3a0< e <1 u —1 < x < 1wumamo

lan(x) —a()| = la, ()| = |x|" <€
na he 3a 10BOJBHO Beuko N rpaduim Gyukmja a,(x) — a(x) = x™ ourn y ckyny |y| < €. Meljytum, ma
Kako OWJIO BEIMKO 7, 3a Tayke KOje Cy MOBOJbHO ONM3y jeAMHUIM TOCTOju Auo rpaduka (yHKIHja
a,,(x) — a(x) xoju uehe 6urn ,ucnon’ mpase y = €. Jlakie, 3a 0 < € < 1 He OCTOjU Ny TaKO Ja ce 3a
n = n, KomIuieTHy rpadunm pyHknuja a, (x) — a(x) vamaze y ckyny |y| < €, Ciuka 6.3.

3a UICTIUTHBAKE PABHOM]EPHE KOHBEPIEHIIN]€ MOKEMO KOPUCTUTH Clbesichy Teopemy.

Teopema 6.16. Axo Huz gynxyuja (an(x)) Koje cy Oegpunucane Ha ckyny B C R koneepeupa
,, mauka no mauka “ ka gyuxkyuju a(x) na ckyny A € B, maoda je oeaj nuz ¢hynxyuja pasnomjepno
KOHGepeeHman Ha ckyny A axo u camo ako epujeou

lim (sup la,, (x) — a(x)l) = 0.

n—=% \xe4
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Beh cMmo Harmacuiam 1a KOHBEpreHIja Hu3a QyHKIHja (an (x)) ,,Tauka 1o Tauka“ ka QyHkuuju a(x)
Ha CKymy A WMMa JIOKalHU KapakTep M aa ce ocobuHe (yHKIHMja a,(x) oOMYHO HE IpEeHOoce Ha
dyukuujy a(x). Mehytum, ako Hu3 QyHKIM]a KOHBEPTUpa paBHOMjEpPHO Ha CKyIy A, Taga ce 0COOHHE
dyukuuja a,(x) mpenoce Ha rpanuuny GyHKIHjy a(x). O oBuM ocoOMHaAmMa pPaBHOMjEpPHO
KOHBEPTreHTHHX HU30Ba (DyHKIIM]ja ToBope cibeaehe Teopeme.

Teopema 6.17. Hexa nus pynxyuja (an(x)) xoneepeupa pasnomjepno xa ¢ynxyuju a(x) na ckyny
A u nexa je ¢ mauxa nazomunasarba ckyna A. Axo je lima,(x) = 4, (n=1,2,...), mada je nus
X—C

(4,,) xonsepeenman u epujeou

lim a(x) = lim A,,.

X—C n—oo
Hpyrum pujeduma, Bpujeau

lim lim a,,(x) = lim lim a, (x),

X—>Cn—-oo n—00 xX—C

TJ. TUMECHU MOT'Y 3aMHJEHUTH MjeCTa.

Kopunihewem npeTxoaHe Teopeme JIako ce J0Ka3yje Ja je y ciiydajy paBHOMJEpHE KOHBEPTECHIIH]E
HU3a HEMPEeKUIHUX (PYHKIM]a HA CKyTy A, rpaHnuHa (QyHKIM]a Takole HEMPEeKuHA Ha CKyITy A.

Teopema 6.18. Axo Hu3z Henpexuonux ynxyuja (an (x)) KOHBepaUpa pasHOMjepHO Ka (DYHKYUjuU
a(x) na ckyny A, maoa je pynxyuja a(x) nenpexuona na cxkyny A.

Cmeneha TeopeMa roBOpu 0 OJTHOCY opeheHor HHTerpaia U paBHOM]jepHE KOHBEPICHIIN]E
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Teopema 6.19. Hexa je (a,(x)) nus unmezpaduinux pynxyuja koju Koneepaupa pasHomjepHo xa
Gyuxyuju a(x) na ceeamenmy [a, b]. Taoa je ¢pynxyuja a(x) unmeepabunna na [a, b] u epujeou

b b
J a(x)dx = lim J a, (x)dx.
a e a

Jakie, y ciiydajy paBHOMjE€pHE KOHBEPreHIIH]j€ JIMMEC U MHTETpajl MOTY 3aMHUjE€HUTH M]jecTa, Tj.
b

b
(lima,,(x))dx = lim j a, (x)dx.
n—-oo a

a n—-o0o

Ha kpajy ce nmokasyje 1a y ciiydajy paBHOMjepHE KOHBEPTeHIM]€ HU3a TP epeHIINja0uTHUX PyHKITH]a
Ha [a, b], y3 onpelhenHe mpermocTaBke JMMeC U M3BOJ MOT'Y 3aMHUjCHUTH MjeCTa.

Teopema 6.20. Hexa je (an (x)) HU3 oughepenyujaburnux ynxkyuja wa [a, b] maxas oa je za nexy
mauxy ¢ € [a,b] nuz (a,(c)) woneepeenman. Axo nus yncyuja (a,'(x)) Konsepeupa
pasromjepro na [a, b, onoa u nus ¢ynxyuja (an(x)) rxomsepeupa pasnomjepno na [a,b] xa
Gynxyuju a(x) u epujeou

¢'(x) = lim a,'(2).

Opnane 1o6ujaMo aa y ciiy4yajy paBHOMjepHE KOHBEPreHIINje Hu3a qudepeHnnjadnaHux GyHKIMja Ha

[a, b], u3BOA M MMMeC MOT'Y 3aMHUjCHUTH MjeCTa, Tj. BPHjeIu

(lim an(x)) = lima,,'(x).
Nn—o>00 n—o>00
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6.2.2. PaBHOMjepHa KOHBepreHuuja yHKIMOHAJTHUX pe0Ba

Heka je aq(x), ay(x),...,an(x), ... DyHKINOHATHK HU3 YHjH Cy €IEMEHTH (QYyHKIHje AeHUHUCAHE
Ha ckyny B C R. NU3pa3

(00]

Z an(x) = al(X) + az(x) + -+ an(x) IL ac
n=1
ce Ha3MBa PYHKIMOHAJIHY pel uin pel pyHkumja.

®dyukimonanan Hu3 (a,(x)) Ha3MBaMO ONMIITH YWIaH QYHKIIMOHAIHOT peaa Y.n—q an(Xx) .

Omnmrty wiad GyHKIIMOHATHOT pea renepuie Gpyukunonaanu Hu3 (S, (x))
51 (x) = a;(x),
So(x) = a;(x) + az(x), ...,
Sp(x) =a,(x) +a,(x) + -+ a,(x), ...

KOjU Ha3MBaMO HH3 MAPHHUjaJTHHX cyMa (QYHKIMOHAIHOI pela ).,—q1 Ay (x). 3a HU3 mapiujaaHux

CyMa KOPUCTUMO U JE€THOCTABHU]U 3aITUC
n

5200 = ) @ ()

k=1

Kao m xon Hwu3oBa ¢yHKUMjA, KOJA (PYHKIMOHATHUX pPEAoBa IIOCTOJU BHIIE Pa3IMYUTHX
KOHBepreHiuja. HajsaxkHuje cy KOHBEpreHIyja ,,Tauka 1o Tayka™ 1 paBHOMjepHa KOHBEPIeHIIH]a.
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Kaxxemo 1a QyHKIMOHAIHU Pell Y~ Ay (X) KOHBeprupa ,,Tauka mo Tauka* Ha cKymy A, ako HH3
HETOBUX MapIlHjaTHUX CyMa (Sn (x)) KOHBEPIrUpa ,,Tayka I10 Tayka' Ha CKyny A .

Ckyn cBux Tavaka X € R TakBux 1a je GyHKIIMOHAIHHU PEl Y.neq A, (X) KOHBEpreHTaH, Ha3MBa CE
00J1aCT KOHBepPreHiuje GyHKIMOHATHOT peaa Y~ Ay (X).

Ha o6nactu koHBepreHuuje GyHKIMOHATHOT peaa Y., —q d,(x) mebunucana je GpyHkimja
S(x) = lim S,,(x),
n—>0o

KOjy Ha3uBaMO IpaHM4YHA (PyHKIHUja (MM caMO rpaHuia) QYHKIIMOHAIHOT peaa Y.p—q Ay (X) HaH
CcyMa OBOT (PYHKIIMOHATHOT peja.

DOYHKIMOHAIHA Pell ).p—1 A, (X) paBHOMjepHO (YHHGOPMHO) KOHBepPrupa Ha ckymy A ako Hu3
HETOBUX MapIMjaTHUX CyMa (Sn (x)) paBHOMjepHO KOHBeprupa Ha A ka Hekoj GyHkiuju S(x), 1j.

(Ve > 0)(Any € N)(Vn = ny)(Vx € 4)|S,,(x) — S(x)| < e.

VKoIuKO (GYHKIIMOHAIHHU PE ).peq A, (X) paBHOMjepHO KOHBeprupa ka ¢pynkuuju S(x) Ha A, jacHO
je 1a OH Tajla paBHOMjEpHO KOHBeprupa ka S(x) u Ha CBaKOM MOJCKyNy B ckyma A.

PaBHOMjepHa KOHBEpPreHiMja peaoBa je, Kao M KOJ HHM30Ba, ,,jada‘ ojJ KOHBEPIreHIIH|e ,,Tauka IO
Tayka“, Tj. ako (GYHKIIMOHATHH Pel Y,n—1 A, (X) paBHOMjepHO KOHBeprupa ka GyHKIuju S(x) Ha A,
Tajia 0Baj pell KOHBEPIHpa M ,,Tauka 1o Tauka‘““ ka S(x) Ha A. To onakiaBa HCIIUTUBALE€ PABHOM]EPHE
KOHBEPI€HIM]€ TOIITO j& MO MPaBUJly J€IHOCTaBHU]E OJIPEIUTH CyMy y KOHBEPIEHIIU]H ,,TauKa IO
Tayka“. 300r Tora ce Hajuenrhe MpBo OApean cyMa peia y KOHBEPreHIIjH ,,TauKa Mo Tauyka®, a 3aTUM
ce ToKasyje /1a 100HjeHa cyma jecTe Wiiu HUje rpaHu4YHa (yHKIIHMja y paBHOM]EPHO] KOHBEPIEHIIU]H.
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Ipumjep 6.20. a) Pex

' D™

x24+n
n=1

je Ha ocHoBy JlajOHMIIOBOT KpUTEpHjyMa KOHBEpPreHTaH 3a cBako (ukcupaHo x € R, ma je obOusact
KOHBEpreHiyje mocMarpanor peaa ckyn R. Heka je S(x), x € R rpanuma oBor (hyHKIHOHAIHOT pefa. 3a
UCIIUTUBAKHE PABHOMJEPHE KOHBEPIrEHIIM]e pella HE MOXKEeMO MpUMHUjeHUTH Teopemy 6.16 jep je 3aXTjeBHO
oapenutu Gpyukimjy S(x). Unak, momrro je

(_1)11 (_1)n+1 (_1)n+2

S _S — + + +...
R Py e R B

MMaMmo J1a je

o 15,00 — SGO| < ——
n

(Vx € R) |S,(x) —S(x)| < T

x2+n+1

| : : .
[Towrro je lim — = 0 3akJbyuyjeMo Ja je pell paBHOMjepHO KOHBepreHTaH Ha R.
n—>oo

0) Pen

KOHBEprupa ,,rauka 1o Tadka“ kama je x € (—1,1), mok je 3a x € (—1,1) mocmarpaHu pel AUBEPreHTaH.
3akJbyuyjeMo Ja je obiacT Kousepreuuuje osor peaa ckym (—1,1). I'pannyna ¢pynknuja je nepunucana Ha
obyracTi KOHBEpreHnuje u oapehyjeMo je kao cymy reoMmerpujckor peaa us (6.3):

1
S(X) = m
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3a HCIIUTHBAKE PABHOM]EPHE KOHBEPETE€HIH]€ TOCMATPaMO Pa3IUKy
1—x" 1 |x|™

S, (x)—S(x)| = — = .

1520 = S = | = 7| = 7

[TomrTo je 3a mpousBosbHO 1 € N lir{1 _|1x ~ = t», 3aKJbydyjeMo Jia je 3a cBako n € N
x—-1-1-

SUPye(-1,1)1Sn(X) — S(X)| = 4+

1a peJ HHUje paBHOM]EpHO KOHBEpreHTaH Ha OCHOBY Teopeme 6.16. ¢

[ToTpeOHM 1 JOBOJHHU YCIIOBH 33 PAaBHOMjEpPHY KOHBEPI€HIIN]Y peaa GyHKIHja Y. -1 A, (Xx) Mory ce
dopmynucatu nomohy KommjeBor kputeprjyma KOHBEpPIreHIIHje.

Teopema 6.21. Peo gpynurkyuja Y,p—1 a,(x) pasnomjepro xonsepeupa na A € R ako u camo ako 3a
ceako € > 0 nocmoju ng € N mako da 3a cee n € N 3a koje jen > ng u 3a cée p € N gpujeou

(Vx € A) |an+1(x) +a,2(x)+ ...+ an+p(x)| <e&.

3a HWCOUTHUBAKEC PABHOMJEPHE KOHBEPETEHIM]E€ PEAOBA KOPUCTE C€ M JPYTH KPUTEPUJyMHU, a
HajjeJHOCTABHU]U U Hajuenihe npuMjemhbrUBaHu KpUTEpUjyM je BajepmirpacoB kpurtepujym.

Jlema 6.2. (BajepmiTpacoB KpuTepHujyM paBHOMjepHe KOHBepreuuuje) Hexa nocmoju nusz (cy,)
peanHux bpojesa makas 0a 8pujeou.:

1) (v € N)(Vx € 4) la, ()] < ¢,
2) ped Y.n—q Cp KOHBepeupa.
Taoa peo Qyuxyuja Y.o-1 Ay (X) pasnomjepno xousepeupa na A.
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oka3z: 3a mpousBosbHO X € A u npousBosbHE N, p € N Bpujenu

|an+1(x) + ot an+p(x)| = |an+1(x)| +t |an+p(x)| S Cni1 t Cpz 0t Cype
[Momito je pen Y.n—1 C, KOHBepreHTaH, Ha ocHoBy KormjeBor kputepujyma kouseprennuje (Teopema 6.2)
MMaMo J1a 3a Ipou3BoJbHO € > 0 mocToju ny € N Tako ga Bpujenu

(Vn,p € N)(Vn > n,) = |sn+p — Sp| = |cpir + Cngz + et cn+p| < &
3a oBaKo U3abpaHo 1, HA OCHOBY MMOYETHE HEjEHAKOCTH J0OH]jaMO Ja BpUjeIu
(Vn,p € N)(Vn > ny)(vx € A)|an+1(x) +a,.,(x)+ ...+ an+p(x)| <&,

na Ha ocHOBY Teopeme 6.21 nobujamo aa je pen Yom—q A, (x) paBHOMjepHO KOHBEpreHTaH. O

Ipumjep 6.21. Vcnutarn paBHOMjepHY KOHBEPTEHIIH]Y PEa  Yipeq ﬁ Ha R

1 ) w 1
— < — X € R. Ilowro je HyMEpUUYKHU pel Zn=1§ KOHBEPIeHTAaH, Ha

OCHOBY BajepimtpacoBor kpurepujyma 3akjbydyjeMoO da j€ JaTd (YHKIUOHAIHUA PEa PaBHOM]JEPHO
KoHBepreHTaH Ha R. ¢

Pjewere: Ounrnegno je 0 <

HaBoaumo jomiasa kpuTepujyMa 3a paBHOMjEpHY KOHBEPIeHIIU]Y peaoBa: AbenoB u upuxieos.

Jlema 6.3. (AGe10B KpUTEPHjyM paBHOMjepHe KOHBepreHIuje) Hexa cy ucnyrenu yciou:

1) nus (an (x)) je monomon 3a ceaxo x € A © R u pasnomjepno ozpanuuen na A, mj.
nocmoju M € R maxo oa (Vx € A) (vn € N)|a,,(x)| <M u

2) ped Y.o-q by, (x) pasnomjepro xonsepeupa na A.

Taoa ped Y,o—1 a,(x)b,(x) pasnomjepro xoneepeupa na A.
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Jlema 6.4. (lupuxiieoB KpUTEPHjyM paBHOMjepHe KOHBepreHmuje) Hexa cy ucnyrenu yciosu.

1) nus  (an(x)) je monomon sa ceaxo x € ACR u pasnomjepno Komeepeupa Ka
Qynuxyuju a(x) = 0 na A,

2) HU3 napyujannux cyma peoa Y,p—q1 b, (x) je pasnomjepno ocpanuuen na A, mj. nocmoju
M € R maxo oa (Vx € A)(Vn € N) |b;(x) + -+ b,,(x)| < M.

Taoa peo Y.;-1 a,(x)by, (x) pasnomjepno konsepeupa na A.

(-pn"

Ipumjep 6.22. Mcnutatn paBHOMjepHY KOHBEPIEHIIU]Y Pea Y,peq o 12 [0, 00).
Pjewere: Heka je
1 (="
a,\(x) = u b,.(x)= .
A N
O4urIIeHO je HU3 (an (x)) 3a ukcupano x € [0, ) monotoHo onamajyhu. 13 HejeqHakocTu
1
<1, x € (0,00
Vn +x [ )

no6ujamo na je uus (ay, (x)) paBHOMjepHO orpanudeH Ha [0, ). IomTo je HyMepHuKH pej

anoo - i(_}n)

KOHBepreHTaH mno JIajOHUIIOBOM KpUTEPH]yMy, OH j€ H PaBHOM]JEPHO KOHBEPTeHTaH Ha MTPOU3BOJHEHOM CKYITY.
[Ipema ToMme, maTi (QYHKIIMOHATHH pea je 1mo AOeIoBOM KpHUTEpPHjyMy PaBHOMjEpHO KOHBEpPIeHTaH Ha

[0, ). ¢
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Ipumjep 6.23. Ucnuratu paBHOMjepHY KOHBEPIEHIIM]Y peia

(o]

xsinnx
1+ n?x?
n=1
1
Ha UHTEPBAITY (E’ 1).
Pjewere: Heka je
a,(x) = I u b,(x) = sinnx.

V Ilpumjepy 6.19 cmo Bugjenu na uu3 GyHKIHja a, (x) paBHOMjepHO KOHBeprupa kKa pyHkuju a(x) = 0

1 ) )
Ha R, ma mgakie M Ha HErOBOM IOACKVYII -,1). Hwme Temxo youutn na je 3a IIPOU3BOJHHO
) yoy 3

dukcupano x € G, 1) U3 a,(x) monortono omamajyhu. C apyre crpane, 3a X € G, 1) BpHjeIU

n
1 X
1S, (x)| = |by(x) + -+ b, (x)| = |sinx + -+ + sinnx| = xz 2sin=sinkx| =
251’117,(:1 2
1 i( 1 eyl 1 x R\ P
= [—= cosx( ——)—cosx( —) = cos——cosx(n —)|_ — <
25m7k=1 2 2 |25m7| 2 2 sinz sin%

. : - : 1
14 je HU3 MaplujaTHuX cyMa peaa Y.a—q b, (X) paBHOMjepHO OrpaHHYEH Ha (E , 1). Ha ocHoBy /InpuxiieoBor

KpuTeprjyma 1o01jaMo Ja je AaT pel paBHOMJEpHO KOHBEPTCHTAaH Ha (%, 1). 0

PaBHOMjepHO KOHBEPreHTHM PEJOBHM HMajy OCOOMHE CIMYHE OCOOMHaAMa pPaBHOMJEPHO
KOHBEPreHTHUX HU30Ba (yHKIIMja. Ha moueTky ce mokasyje ga ce rpaHu4Ha BPUJEIHOCT PaBHOM]EPHO

KOHBEPTE€HTHOT pela MOKE OJIPEIIUTH ,,yJIaCKOM I0J] 3HAK CyMe*.
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Teopema 6.22. Hexa je ped Y.o-q a,(X) pasnomjepro konsepeenmarn na A u Heka y HeKOj MAa4Ku

nazomunasarwa a € A nocmoju lim a, (x) 3a ceaxon € N. Taoa je peo
xX—a

Z lim a,,(x)
xX—a
n=1
KOHBEP2eHMAH U 8pujeou
lim a,(x) = z lim a,, (x).
xX—a xX—a
n=1 n=1
IIpumjep 6.24. Hahu
li 1
X0k Z 2nnx’
n=1
Pjewerve: Tlomro je 3a x € [0, o)
1 1
<
2ninx = 21

1. : 1 : :
U pen Z;‘lez—n J€ KOHBEepreHTaH (Fr€OMETPHUjCKU pel 3a q = 5), Ha OCHOBY BajepiutpacoBor kpurepujyma

3aKJbydyjeMO Jla JaTH pel paBHOMjepHO KoHBeprupa Ha [0, o0). I[Ipumjenom Teopeme 6.22 u dopmyie 3a

CyMy TeoMeTpHjcKor peaa (6.2) nodujamo
1
2

PR ST S R S o =10
lmz B xirgl+2"nx_22_"_—1_ '
n=1 n=1

N X
x—-0+ 2 n = 1 2
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N3 nperxoaHe Teopeme ce ao0OMja Aa je cymMa paBHOMJEPHO KOHBEPI'€HTHOI pejia HENMpPEeKHIHUX
dbyHkIMja Takohe HenmpekuaHa QyHKIHja (MCTH 3aKJbydak ciujenu u u3 Teopeme 6.18).

Teopema 6.23. Axo cy yuxyuje a,: A > R nenpexuone y mauxu a € A 3a ceako n € N u ako je
@QYHKYUOHATHU Ped Y o1 A, (X) pasnomjepro Konsepeenman y HeKoj OKOIUHY madke a, maod je u

epaHuyHa QynKyuja

a(@® = ) a,@)

n=1
HenpeKuOHa Yy maudxku Q.

N3 Teopeme 6.20 nako ce gobuja cibenehu pesynrar koju ce OJHOCU Ha OCOOMHY Iu(epeHInpamka
PAaBHOMjE€pPHO KOHBEPI€HTHUX PEOBA ,,UJIaH IO YiIaH".

Teopema 6.24. Heka cy 3a n € N ¢gyuxyuje a,:[a,b] > R nenpexuono oughepenyujabuine na
la, b] u neka je peo Y- a, (x) xoneepeenman y 6ap jeonoj mauku uz [a, b], a peo ussooa

(0]

> a0

n=1
pasrnomjepro koneepeenmarn Ha [a,b]. Tada je peo Yg-q a,(x) pasnomjepno Kousepeenman
na [a, b], wezoea cyma je oupepenyujabunna pynxyuja u epujeou

(i an (%) >' = i an' (x).

n=1 n=1
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PaBHOMjepHO KOHBEpPreHTaH peji Jia e MOKE MHTCIPAIMTH ,,4IaH 1o wiaH (cnujenu u3 Teopeme 6.19).

Teopema 6.25. Hexka je ped ¢pynxyuja Y p—q a,, (X) pasnomjeprno koneepeenman na [a, b u nexa cy
Qyuxyuje a,(x) unmezpadbunne na [a, b]. Taoa je u cyma peda unmezpabunua pynxyuja u epujeou

b [ X b
L(;an(x)>dx=;jaan(x)dx.

Pjewere: Ilomto je

paBHOMJEpHO KOHBepreHTaH u ¢yHkuuja f(x) = Y4 je nedunucana u Henpekuana Ha [0, o). Ha

(x+n)2
ocHOBY Teopeme 6.25 To 3Hauu J1a 3a cBako a, b = 0 Baxu

jf(x)dx-Zj (x+n)2 £ (a-ll—n b-Il—n)

(0]

[ )oY b)Y

Onane nobujamo

Cymy pena Yoy - (n +1) CMO M3pauyHanu y [Tpumjepy 6.2 u nokaszanu naa je jeqHaka 1. Jlakme

fo (;ﬁ)dx= 1. 9
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6.3. CTEIIEHU PEJOBH

DOyHKIIMOHATHU peJl 00JIMKa

(00)

n=0
C€ Ha3dnBa CTCIICHHU UJIN lIOTeHIII/Ij aJIHHU pPE.

3a X = X CTENEHHU pe] j& OUMIJIeTHO KOHBEpreHTaH (OIUITH 4jaH pena je Hyja Hu3). Jlakie, Tauka
Xo Tpumaga oOjacTu KOHBepreHuuje cremneHor peaa. [loctoje cremeHW penoBu uMja 006JacT
KOHBEPIeHIIM]je HE CaJp>KU HUJEIHY APYTY TayKy U OHU HEMa]y HUKAKBY MPAKTUYHY NpPUMjeHY. Y
HACTaBKY pa3MaTpaMo CTENEHe peAoBe Yrja 001acT KOHBEPTEHIH]e, MOpe ] TAaUKe X, CAAPKHU U APYyre
tayke. O0JaCT KOHBEPreHIIMje OBaKBUX CTENIEHUX PEl0OBa ONKCaHa je y cibenehoj nemu.

Jlema 6.5. Axo cmenenu peo (6.8) koneepeupa 3a HeKo X = X # Xy, OHOA OH ANCOJIYMHO KOHBep2Upa
3a ceaxo X € R 3a koje je |x — x| < |X — x0].

Hoxaz: VI3 KOHBEpreHIIMj€e pelia PEATHUX OpOjeBa Yomeo Ay (X — Xo)™ clvjenu 1a je peaanu Hu3 a,, (X — x)™
orpanmueH, Tj. Aa mocroju M € R Ttakas ma 3a cBako n € N Baxu |a,(X — xy)"| < M. 3a npou3BoJbHO X

ca 0COOMHOM 1a je |x — xo| < |X — x| umamo Lt_jzo = q < 1. o6ujamo
A0
— n
|an(x - xo)nl = |an(3E - xo)nl — = qu'
X — xO

[TomTo reoMeTpHjCKU pea Y.n—o Mq"™ xouBeprupa, usz ITopendenor kputepujyma (Teopema 6.5) modujamo
11a KOHBEPIHPA U CTEICHH PEI Dimeo Ap (X — Xo)™. O
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Jakie, 3a onpehuBame 001aCTH KOHBEPreHIM]j€ CTEIIEHOT peaa, MOTPEeOHO je OApeauTH Opoj
(e 0]
R = sup{|x — xol: z a,(x — xy,)™ KOHBeprupa (6.9)
n=0

jep CTeMeHu pea Y.neo dn(x — xo)™ KoHBeprupa 3a |x — x,| < R u auBeprupa 3a |x — xo| > R.

bpoj R nedunucan penamujoM (6.9) Ha3uBa ce pajgujyc WM NOJYNPEYHUK KOHBEPreHIHje
CTEIIEHOT pea Yomeo an(x — xo)™. Ako je R > 0 Tama ce nHTEpBa

(xo — R,xo + R)

HasnBa HHTEPBAJ KOHBepeI‘eHHHje CTCIICHOI' pcla.

[Topen nHTEepBana KOHBEpPreHIUje, 00J1acT KOHBEPTEHIIM]€ CTETICHOT pefla MOXKE Jla CaJAPKU U TauKe
Ha KpajeBUMa MHTEpBaJIa KOHBEPreHIIje, Tj. 00JaCT KOHBEPIreHIINj€ UMa jellaH o] cbeaehux oOuKa:

(xo —R,xg+R), [xo—R,xo+R), (xo—R,xo+R] nnu [x,—R,x,+ R].

3ato ce 3a R < 00 mocTaB/ba NMHUTamkE€ KOHBEPreHIIMj€ CTENEHOT pela Ha KpajeBUMa HHTEpBajia
KOHBEpreHuuje, Tj. y Taukama x = X, = R. Ha oBo nurtame ce y ONmTeM ciiydajy HE MOXKE JaTu
HUKaKaB oApeheH oIroBop MITO WIyCTpyje cibeaehu mpumjep.

Ipumjep 6.28. a) Pen

Z nlx™
n=0
aUBEprupa 3a cBako x # 0 jep My OMINTH WIaH HE TeXHU HyNIU. 3a 0Baj pex je R = 0. O6macT KOHBEpTeHIIH]e
oBor pena je ckyi {0}.
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0) Pen

(00]

X

n!
n=0

n

KOHBeprupa 3a cBako X € R mto ce Moxke MpoBjepuTH HIIp. momohy JlanamOepoBor KpuTepujymuma. 3a oBaj
penje R = +oo. OGnacT KOHBEpreHiifje oBor peaa je ckyn R.

B) Pen

2.

n=0
KoHBeprupa 3a |x| < 1 a mueprupa 3a |x| = 1. Jlakie, R = 1, uarepsan kouseprernuje je (—1,1) u pen
AMBEPrUpa Ha KpajeBMMa HHTepBaia KoHBpreumuje. Obmact kouBeprenmmje je ckym (—1,1) koju je jeaHak
WHTEpBay KOHBEPTEHIIH]E.

r) Pen
w©
2
n=1
KoHBeprupa 3a |x| < 1 a nuBeprupa 3a |x| > 1. Jlakie, R = 1 u unrtepBan kouBepreanumje je (—1,1). Pen
(ycioBHO) KoHBeprupa 3a x = —1 u guBeprupa 3a x = 1. O6macT KOHBEpreHinje OBOr peaa je ckym [—1,1).

n) Pen

(ee)

xn

n?
n=1
KoHBeprupa 3a |x| < 1 u guseprupa 3a |x| > 1, R = 1 u unrepBan xouseprennuje je ckyn (—1,1). Pex
(arrcosryTHO) KOHBeprupa 3a X = +1. O6nacT KOHBepreHIje oBor pena je cerment [-1,1]. ¢
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Payujyc KOHBEpPreHIuje CTENEHOT pea MOKe ce oApeauTH nomohy cipenehux gpopmyma:t!

1
R = 6.10
lim Y/|a,| (6.10)
n—oo
OJIHOCHO
a
R = lim [—, (6.11)
n-0o{dp4q

aKO OBH JINMECH ITOCTOjE.

Ipumjep 6.29. Oppenutu MNOAYNPEYHUK KOHBEPETEHIIM]jE, HMHTEpBAJ KOHBEpEreHLHje M o0sact
KOHBEPIeHIIM]€ CTETICHOT pejia

2™"n

n=1
Pjewerve: 13 (6.11) umamo

—1)"

Tt | (D)™ | T ate n
(n+ 1)2n+!

Wurepran kouseprenmnyje je (—2,2). McnuTyjeMo KOHBEPreHIrjy Ha KpajeBUMa HHTEpBaia KOHBEPreHIIH]E.
3ax = 2 nobujamo pex Yy (1 KOJH J€ YCJIOBHO KOHBEPI'E€HTaH, JIOK 32 X = —2 7001jaMO XapMOHH]CKH

1 .. . .
pex Yoy ~ KOJH j& IMBEPICHTAH. O6mnact KOHBepreuiyje creneHor peaa je [—2,2). 9

11 OBaj pesynrat cnujenu u3 Komm-Anamapose dpopmysne (Buajetu Teopemy 6.26 y Bojsoauh u Brnagunuuh, Maremartuka 2)
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Bugjenu cmo 1a je nutame paBHOMJEpHE KOHBEPIreHInje PYHKIIMOHATHUX PEI0BA M3Y3€THO 3HAYajHO,
jep ce BeIuKH Opoj BAXKHMX MaTeMaTHYKUX 0COOMHA (PyHKIIM]a KOje MPeICTaBJbajy OIIITH YaH peaa
MIPEHOCH Ha CyMy pefia. 3aTo pa3MaTpamo MUTAHE paBHOMJEpHE KOHBEPTEHIIM]€ CTEIIEHUX PEIoBa.

Jlema 6.6. Hexa cmenenu ped Y,p—o an (X — x¢)™ uma nonynpeunux xonsepeenyuje R > 0. Taoa je
3a céako r, 0 < r < R, 06aj cmenenu ped pasnomjepro Konsepeenman na [Xo — 1,Xq + 1 .

Hoxaz: Tlomro je CTEMEHH Pen Ym—o Gn(X — X)™ amcoMyTHO KOHBEPreHTaH 3a X = Xy + 71, W3
BajepitpacoBor kpureprjyMa Ciaujeu Ja j€ OBaj CTENEHU pell paBHOMJEPHO KOHBEPIeHTaH Ha CETMEHTY
[xo — 7, %0 +7].0O

[Tomro je cBaka Tauka wuHTepBana (xo— R,xy+ R) caapkaHa y HEKOM CErMEHTY OOJHKa
[xg —7,xo + 7] 3a HEKO 0 < r < R, KopuimhemeM NPETXOAHE JeME M OCOOMHA PaBHOMjEPHO
KOHBEPI€HTHUX (PYHKIIMOHATHUX PEOBA JIAKO CE J0Ka3y]y HEKE O]l HajBAXKHU]JUX OCOOMHA CTEIEHUX
penoBa.

Ha nouetky, Oyayhu na cy dyukmuje a,, (x — x)™ Henpexkuane, kopumhemem Teopeme 6.23 u Jleme
6.6 ce mokasyje J1a je cyMa CTENeHOT pe/ia HenpekuaHa (yHKIM]ja Ha MHTepBaTy KOHBEPreHIIH]e.

IMocwenuua 6.1. Axo je paoujyc konsepeenyuje R cmenenoe peda Yp-o an(x — xo)™ nosumusan,
maoa je pyHKkyuja

oo

a(®) = ) an(x = x)"

n=0
HenpexkuoHa Ha unmepsany kousepeenyuje (xo — R, xo + R).
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Cipeneha mocsbenuiia ce OJJHOCH Ha JEIMHCTBEHOCT CTETICHOT Peia Y OKOJIMHU TauKe X.

Hocweauna 6.2. Axo y Hekoj oxonuru mauxe Xq 8pujeou

a,(x —x)" = Y by(x —x)" (6.12)

oHOa je a, = b, 3an € N.

oxka3z: CraBmpajyhu y jennaxoct (6.12) x = x, nobujamo a, = b,. Tana je

Y anlr—x)" =) by - )™
n=1 n=1

AKO je X # X, A1]eJbCHEM MOCIHEAHE JEIHAKOCTU Ca X — X, J100HjamMo

(0] (0]

Y anr =)™t = ) by — 1)

n=1 n=1

[TomTo je cyma cremeHoOr pefa HenmpekujaHa (QyHKIM]ja, TOPHA JETHAKOCT BPUjEU U Yy TaYKH X, OJIaKJIe
nobujamo a; = b,. HacraBmajyhu nasbe oBaj mocrynak, nobujamo a, = b,, 3an € N,. O

Baxune nociwenuiie Jleme 6.6 ogHoce ce 1 Ha MOTYhHOCT UHTerpanuje u audepeHunpama CTeeHor
pena ,,ujaH Mo WiaH* Ha MHTepBaTy KOHBEPTEHITH]E.

Haume, u3 Teopeme 6.25 nodujaMo 1a je cyMa CTeNeHOr pea MHTerpadmiHa GyHKIIMja Ha HHTEPBaly
KOHBepreHiyje (X, — R, xo + R) W 1a ce CTeNeHu pel MOKe MHTETPAJIUTH ,,4JIaH 110 YjlaH" Ha CBaKOM
uarepsany (a,b), xo — R < a < b < xy, + R. [Tokasyje ce aa je MoIynpeyHHuK KOHBEPIeHIIMjE pea

100MjeHOT UHTErpaIjoM UCTH Kao U MOJTYNPEYHUK KOHBEPreHIIUj€ MOYETHOT CTENEeHOT pea.
52



TEJJIOPOB PE/]

Takohe, u3 Teopeme 6.24 nobOujaMo Ja je cyma cTeneHor peaa audepeHijaduiHa QyHKIMja Ha
MHTEpBaTy KOHBEPIEHIIH]E U JIa C€ pea MOXe TUdEpEeHITUPATH ,,4j1aH 110 YIaH™, Te 1a j€ MOIyIPEIHUK
KOHBEPI'€HIIN]€ CTEIICHOT pe/ia M3BO/1a UCTH Kao MOIYNPEYHNK KOHBEPIeHIIN]j€ AaTOT CTEIEHOT pe/a.

YouuMo na cremeHd pej y OMIITEM CiIydajy HE KOHBEprupa paBHOM]jEPHO HAa CBOM HHTEpPBAILY
KOHBepreHuuje. Moxke ce mokaszaTd Ja HIIp. peAOBU

(0] (00
le
2 )
n
n=0 n=1
HEC KOHBEPTHpajy paBHOMjepHO Ha mHTepBany Kousepreuiuje (—1,1). Mehytum, ako cTemenu pen

KOHBEpPrupa y HEKOM O] KpajeBa MHTEpBaJia KOHBEPreHIIUj€, MaKap M yCJIOBHO, TaJia CE€ MUHTEPBAJ
paBHOMjEpHE KOHBEPTIEHIIN]j€ MOXKE ,,IPOLIUPUTH ® 10 Tora Kpaja. Bpujenu cipeneha reopema.

Teopema 6.27. (AGesioBa Teopema) Hexa cmenenu ped Yp—oQn(x — xo)™ uma nonynpeunux
konsepeenyuje R > 0 u nexa xoneepeupa 3a x = xy + R. Taoa oeaj cmenenu ped Koneepaupa
PAasHOMjepHO u Ha ceemenmy [Xg, X + R] u wezosa cyma je pynxyuja nenpexuona crujesa y mauxu
X = xo + R, mj. epujeou

: b "
x_)(l;gr}rR)_ z a,(x — xg) z a,R™.
n=0 n=0

n n X=X n . 0 n X—Xg n
Hoxaz: Umamo  a,(x — xy)™ = a,R (T) . Kako je pen Y.;-oa,R™ KOHBepreHTaH, a HU3 ( p )
orpanunueH u onanajyhu Ha [x,,x, + R], mobujamo na pen Yo, (X — xo)™ paBHOMjEepHO KOHBEpPIHUpa Ha
[x0, Xo + R] Ha ocHOBY AGenoBor kputepujyma (Jlema 6.3). O
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Heka je ¢pynkuuja f nedmHucaHa Ha HEKOM HHTEPBaAIY KOJH CaJIpKH TadyKy X, M HEKa MOCTOj€ CBH
U3BOAM PyHKIHU]jE [y Tauku Xy. CTEreHu pen

(n)

ce HazuBa TejaopoB pex (byHKuHJe f . Axo je xo = 0 xaxxemo naa je pen (6.13) MakJiopeHoB pen
dynkuuje f.

TejnopoB pen pynkuuje f y 1aToj Tauku X MOXKe Jia Oyjie KOHBEPTreHTaH Wi TUBEPreHTaH, a ako je
KOHBEPreHTaH OHJa MOXKe, ajli He Mopa J1a KoHBeprupa ka f (x).

JloBo/baH ycaoB 1a TejaopoB pex KoHBeprupa kKa GyHKuMju f Ha HEKOM HHTepBany [a, b] xoju
CaZp>XH TauKy Xo, € Ja Ha TOM MHTEpBaIy MOCTOj€ CBU M3BOAU (PpyHKIHMje f U Aa cy YHUDOPMHO
OTpaHUYCHHU, Tj. Aa TOCTOjU KOHCTaHTa M > 0 Tako Ja BaXu

(Vx € [a,b])(Vn € N)|f(n)(x)| < M.

VY cibenehoj TeopeMu J0KazyjeMoO Ja j€ CBaKM CTeNeHW pen TejinopoB pea (yHKIMje Koja je
neduHrCcaHa CyMOM TOT pejia.
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Teopema 6.28. (Teopema o jemuHcTBeHOCTH cTemeHor pena) Ceaxu cmenenu peod ca

nonynpeynuxom xoneepeenyuje R > 0 je Tejnopos peo ¢pynkuyuje xoja je oegpunucana cymom moe
peda Ha (xo — R, xy + R).

Hoxa3z: TlocMaTpajMo CTEHEHN PE Y yeo An (X — Xo)™ ¥ Heka je a(x) cyMa OBOT CTEIEHOr pea

2 a,(x —xy)" = a(x). (6.14)
n=0
Vxomuko y (6.14) craBumo 11a je x = x, nobujamo aaje a, = a(x,). Audepenupamem y jeanakoctn (6.14)
Y 3aTHM YBPINTABAKEM X = X, Y A0OOHjeHy jeHAKOCT, qo0ujamo aa je a; = a'(x,). HacraBibajyhu oBaj

MOCTYTaK, HAKOH qudepeHnupama jennakoct (6.14) k —myra u 3aTuM yBpIITaBama X = X, y 100ujeHy
JeHaKocT, aobOujamo jaa je

a(k)(xo)
a, = T

OpnaBne mobujamo 1a je matu cTeneHu pen TejmopoB pea dyHKIM]e Koja je AeduHrucana CyMoM Tor peaa. O

W3 mperxoaue Teopeme qodujamo na Ha (xy — R, xo + R) Bpujenu

> (n)
FO) =D anCe— o) = ay = L2

n=0

Jlako ce mpoBjepaBa ga cy MakjIopeHOBHU peJIoBH HEKUX elleMeHTapHuX (QyHKIHja cibeneher obmuka.
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Taéauua ocHoBHMX MakjIOpeHOBHX peaoBa

dyHKUHja

ex

sinx

cosXx

In(1 + x)

(1+x)%

MakJiopeHoB peJ R
" oo
|
£ n
® 2n-1
Z(_l)n—l 28 + oo
] (Zn—1)!
n=
® 2
P =
. (2n)!
n=

oo_nn 1
;(1”

n=0
Sy Z .
n=1
2, ()" :
n=0
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Ipumjep 6.30. Hahu cymy pena u3 npumjepa 6.29.

Pjeweme: Tlokazaaun cMo 11a je 3a pen Z;’l‘;l%xn UHTEpBan KouBepreumuje (—2,2), Te ma je pen
(YCTIOBHO) KOHBEPI'€HTaH 3a X = 2 M IUBEpreHTan 3a x = —2. Heka je
A GV
=) Soan, xe(-22)

n=1
Kopumnihewem Tabnuiie ocHOBHUX MakIopeHOBUX PeIoBa, 100UjamMo

[00)

Fi=-y

n=1
[Tomto pen xoHBeprupa u 3a x = 2, npuMjeHoMm Abenose Teopeme (Teopema 6.27) nobujamo na ropma

jemHaKocCT Bpujenu u 3a x = 2. Jlakie
(0]

" x
Z X" = —ln(1+§), x€(=22]. 0
n=1

n

= —1n(1+§), x € (=2,2).

Ipumjep 6.31. Passuru y Maknopenos pex Gynkuujy f(x) = sin?x.

. . 1 : :
Pjewere: VI3 unenrurera f(x) = sin’x = E (1 — cos2x) u MaknopeHoBor peza GyHKIHje COSX J0OHjaMo

B 1 ot . (Zx)Zn B 1 ot n22nx2n B
f(x)—§<1—2(—1) @) >—§<1—1—Z(—1) oL >_

n=0 n=1
® 22n—1 23 25 27
_qy-12_ . on_ 2 _ 2 4, % 6_ 2 .8 ..
z( 1) (Zn)!x = X" - +6!x T +., x€ER. ¢
n=1
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Ipumjep 6.32. Mcnutatn KOHBEpPreHIyjy u Hahu cymy pena Y- nx™.

Pjewerve: Jlako ce nobuja na je R = 1 u ma je pen AuBepreHTaH 3a X = *+1 (OmmTH 4jiaH pefa He TEXKH
Hynu). Heka je

flx) = Z nx™, x € (—1,1).
n=1

Tana je

flx) = XE nx™ 1 = xg(x).

n=1
WNHuTerpaiujom pena wiad 1o wiad 1001jaMo

fg(t)dtzj Znt"‘1 dt = nJ t"ldt :Zn—=2x" = —1= :
0 0 —Jo n 1—x 1—x

n=1

Onane nudepeHuupameM 1001jaMo

d X
d_<f0 g(t)dt) =~ a2
oJakJe je npumjeHom dopmysie (2.6)
1
g(x) = TEPE
IIpema Tome
) =Gy *ECLD. 0
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