YBOJ

YHUBEP3UTET Y bAKLOJ JIYLIH
MAIIUHCKHU ®PAKYATET

MATEMATHUKA 2- [IPEJABAIHA

Akaaemcka 2022/2023

TEMA 5: JU®EPEHIIUJAJ/IHE JEAHAYUHE

5.1.YBoj
5.2. ludepeHuMjajiHe jeJHAYMHE MPBOT peja

5.3./IuHeapHa jeJHa4YUHA N — TOT peja

JIMTEPATYPA: BwwbaHa Bojsoauh, Bragumup Biaaguuuh: MatemaTtuka I, MamuHcku ¢pakyarer, bamwa Jlyka, 2022

HACTABHHUK: npod. ap Busana Bojsoauh



YBOJ

TEMA 5: AMPEPEHIIUJAJIHE JEAHAYUNHE

5.1. YBO/I

HudepeHnyjaine jeHauyMHEe MMajy BEJIMKY MPUMjEHY Y MHOTHMM 00JlacTHUMa HayKe, a MOCEOHO Y
buzuIn, jep ce MaTeMaTUYKU MOJICJIM OMOhy KOJUX c€ OTHUCY]Y 3aKOHU (pu3uKe Hajuelthe 3aCHUBA]Y
Ha AU epeHIINjTHIM jeJHaYnHaMA.

JenHaumHa Kkoja caapku Oap jedaH W3BOJ Hero3HaTe (YHKIMjEe ce Ha3uBa AudepeHIHjaHa
jenHavYuHa.

HNebununuja 5.1. Jeonauuna obruxa
F(x, vy,y", .., y(”)) =0 (5.1)

20jeje F:X - R, X c R"™? oama ¢ynxyuja y xojoj ce jasma 6ap jedan 00 uzeo0a Henozname
Qyuxyuje jeone peanne npomjenmsuse y = y(x), ce nasusa obuuna ougpepenyujanna jeOnauuna.

3a bynkumjy F u3 epunumuje 5.1 najuenrhe ce mpernocTaBsba Jia je HEIPEKUIHA HAa CBOM JOMEHY.

VYkonuko Hemno3Hata ¢GyHKIMja HUJe (yHKIMja jeqHe Beh JBUje WM BUIIE MPOMJEHJbUBUX, Taja
TOBOPUMO O MNapuHjajJjHuM aAudepeHnUjaaHuM jeaHaumHama. [lapumjanHa audepeHIujaiHa
JeIHauYMHAa CaJAp KU Oap jeaH mapiivjaHi U3BOJ] HEMO3HaTe PyHKITH]e. Y HACTaBKy pa3MaTpamMo CaMo
obnuHe audepeHInjaTHe jeAHAYMHE W YMJECTO TEepMHHA oOuuHa oOughepenyujaina jeOHauuHa

KOPHUCTHUMO TEPMUH Ougepenyujaria jeOHaduna Ui caMo jeOHauyuHa.
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HNedunuumja 5.2. Peo oouune oughepenyujanne jeOnauune je peo najeuuiec u3800a Koju y woj
dueypuue.

Axo ce 00MuHa mubepeHinjatta jeqHadnHa Moxe pujemmty mo y™, Taga 106ujaMo HOpMAIHH
00K audepeHIrjanHe jeTHaYnHe
y™ = flx,y,y,y", ...y D)
raje je f: X - R, X ¢ R™! nosnara gpyukuuja.
IHpumjep 5.1. Jennauuna
xy"" +2y" +4xy = 3x + 2)e”*

raje je y = y(x) Hemno3HaTa QpyHKIM]ja je oonuHa audepeHyjanta jeqHaunda. lbben Hopmanuu oOnuk riacu

2 2
ey e (34D)e xso
y e y <) € X
Pjemieme jenHaunHe je cBaka (PyHKIHja KOja Ty JeIHAUMHY IIPETBAPA Y UJICHTUTET.

HNedunnumja 5.3. Kaswcemo oa je pynkyuja y = g(x) pjemerse ougpepenuujanne jeonauune (5.1)
Ha unmepsany I axo epujeou

F(x, 9.9,9", ...,g(”)) =0, x€l.

Younmo na ykoimko je ¢yHknuja g(x) pjememe jenHaumae (5.1) wHa I, Taga je oHa N —IyTa
mudepennrjabunna Ha [. 3a oOnyHe audepeHIjaaHe jeIHaYnHe Ko KojuX je dyHKuja F HempeKuaHa Ha

X, pjenieme jeqHaYrHE je N —MyTa HeMpeKuaHo audepennnjadbmina GyHKIH]ja.
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IMpumjep 5.2. dyuknuja y = g(x) = e™™ je pjememe jeanaunne u3 [Ipumjepa 5.1 Ha (—o0, +0) jep je
g =%, g =t gm0 =—e

Y HAaKOH yBpIITaBamwa J00HjaMO UIEHTUTET

—xe *+2eF+4xe*=(Bx+2)e7*. 0

Pjemema nudepeHunjaite jeIHaunHe C€ MOTY PEACTABUTH Y Pa3IUYUTUM OOJUIIMMA;

% pjemiere oomuka y = g(x), x € I je pjenicibe y eKCILIMIUTHOM 00JIHKY,
< pjememe ooauka G(x,y) = 0,(x,y) € D € R? je pjeniermhe y AMIVIMIHTHOM 00JUKY U

% pjemieme obnmuka x = @(t), y = Y(t), a <t < b je pjenice y napaMeTapckoM 00JIHKY.
Taxo je HIIp. pjeniembe y = e~ * jennaunne u3 [Ipumjepa 5.1 pjeliemne y eKCIUTMIIMTHOM O0JIUKY.

Ipumjep 5.3. a) Hekaje G(x,y) = x? + y? — 1. ®ynxumja y = y(x) 3a1aTta y UMIUTMLUTHOM OOJIMKY ca
G(x,y) = 0 je pjemieme audepeHIInjaTHe jeTHAYNHE

yy' +x=0

Ha uHTepBany —1 < x < 1. 3aucra, u3 ¢popmyie 3a oapehuBame napyjaIHuXx U3Boaa CJIOKeHe (YHKIH]E
pBaiIy pMy P puyj y ]

nooujaMo

66+66dy_0=>2 +2yy'=0=yy ' +x=0
dx Odydx XTeyy = yy wx=

na je pynkuuja y = y(x) 3amaraca G(x,y) =0,—1 < x <1, pjemnieme jeqHaunHE.
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0) IMapamerapcku 3agara pynkuuja x = et + 1, y = (t — 1)ef, t € (—o0, +) je pjememe y = y(x) y
napaMeTapckoM oOJIMKY AudepeHIIrjaTHe JeTHaYnHE

y= —1e”
jep je
dy
d =7 tet
ym@=a¥=g;=;F=t=@~4yt=@—1yé
@t

Younmo J1a ce OBO pjellehe MOXKE 3alUCATH U Y EKCIUTUIIUTHOM OOJIUKY
y=x-D0nx-1)-1), x>-1.9¢

Teopuja nudepeHMjaTHuX jeaHaunHa ce OaBu ojpehuBameM CBUX pjelliekha jeAHAYMHE U
UCIIUTUBakHEM HUXOBUX ocoOuHa. IlocTynak pjemaBama audepeHirjaTHuX jeJHaYnHa Ha3uBa Ce
HHTerpamnmja jep ce oapehupame pjeniema 0OMIHO CBOJAU Ha OJpehrBambe HHTErpaia.

['paduk pjemiewa nudepeHijaaHe jeIHAYNHE C€ Ha3MBa HHTEIPAJIHA KPUBa.
Ipumjep 5.4. Onpeautu KpuBy Koja npoiasu kpo3 Tauky M (0,1) u koja uma ocoOMHY J1a je y CBaKOj HBEHOj
TauyKu KOe(PUIIM]EHT MpaBlia TAHT€HTE je€IHAK JBOCTPYKO] BPHUJEIHOCTH alCIIUCE TauKe JOAUpa.

Pjewere: Heka je y = y(x) jeqHaunHa KprBE KOja ©Ma OCOOMHY Ja j€ Y CBAaKO] H-E€HO] TAYKHU KOSHHUIIN]CHT
mpaBlla TaHTEHTE JE€IHAK JIBOCTPYKO] BPHjEAHOCTH arciuce Tadke pgomupa, Cnmka 5.1. Ilomrto je
Koe(UIIMjeHT MpaBlla TaHTE€HTE jelHaK tga, TAje jeé « yrao KOju TaHIeHTa y TOj TayKd 3akjamna ca
MO3UTUBHUM JIMj€JIOM X —OCe, W3 YCJIOBa 3ajaTka J00ujaMo

tga = 2x.
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C npyre cTpaHe, U3 reOMETPH]jCKOT 3HAYCHa U3BOJIA,
MMaMo J1a je

tga = y'(x).
Tako nonazumo J10 qudepeHIujante jeTHauYnHe

y' = 2x.

WNuterpamujom no6ujamo

y:ijdx=x2+C, C € R

a z  Jlakine, ¢damuidja CBUX pjeliemha jeJHAYMHE je€
x " ¢ammimja mapaboma y =x2+C, rme je C
pou3BOJbaH peanad Opoj, Ciuka 5.2.

Cimka 5.1
Jla 6ucmo u3 pamunuje mapadosia u3IBOJUIIM MHTETPATHY KPUBY KOja Mpojia3u
kpo3 Tauky M (0,1), yBpiuraBamMo MmoyeTHE yCI0BE
x=0ny=1
y pjewiewe jennaunne. Jloonjamo 1 = € na je TpaxxeHa UHTErpajiHa KpUBa
napabomay = x% + 1. ¢

Y oBoM mnpumjepy cMo monazehw on audepeHuHjaIHe jeIHAUMHE
oapenuiu GdamMuiaujy (QyHKIHMja KOje Cy pjelliema Jare jeaHavYuHe.
[ToctaBiba ce U OOpHYT mnpobOieM: 3a gaty (pammianjy QyHKiuja
OJIPEeIMTH jeTHAYHUHY YHje je pjelnema gaTta pamuianja GQyHKuuja.

Ciauka 5.2
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[pumjep 5.5. Onpenutu audepeHiyjamHe jeHaYMHE Ynja cy pjeniema hamMmuirje PyHKimja
a)y==Ce ™, 6)y=Cx+Ce*~
Pjewerve: a) lupepennmpamem nobujamo y' = —2Ce ™ #*. U3 cucrema jeiHaunHA
y=Ce % A y' =—-2Ce™**
eJIMMHHHIIEMO apameTap C 1 1o0ujamMo audepeHijaaty jeqHaunHy aare pamuinje pynkuuja y’ = —27y.
0) Jludepenuupamo aBa myta v 100MjaMmo CUCTEM
y=Cx+Ce* Ny =C,+Ce* N y" =C(Ce*

u3 Kojer enmumuHHIeMo mapamerpe C; u C,. Jobujamo jemnaunny (x + 1)y +xy' —y=0. ¢

Beh cMo nHaBenu na ce mHore (usnuke MojaBe OMHUCYjy momMohy audepeHIujaTHuX jeJHayuHa KOje
MpEACTaBIbajy MaTeMAaTUUKE MOJIeTie TUX MojaBa. Tako HIp. jeIHaYnHA

dm
dt
raje je m = m(t) KonuuruHA paJuOaKTUBHE MaTepuje y TPEHYTKY t U k KoedUIrjeHT MpOonmOPIHOHATHOCTH

km

KOJU KapakTepHille BpPCTy Marepuje, MpeAcTaB/ba MAaTeMaTUYKU Mojen Op3uHEe pacrnaja pajuoaKTHBHE
Marepuje.

AKO ce cBa pjelliemha jeJHaYMHe MOTY U3pa3uTu nomohy enemMeHTapHuX (QyHKIM]a, KaKEMO J1a Ce Ta
jeIHaynHa MOXE pHjeluTH moMohy ejeMeHTapHMX (PYHKIHja. YKOJIUKO C€ JeJHAYMHA HE MOXKE
pujemuTd omMohy ejaeMeHTapHUX (YHKIMja, ald Ce CBa HEHA pjellieha MOTY M3pa3uTh momohy
HeopeheHuX MHTEerpajia eJIeMeHTapHUX (PYHKIIHja, OHJIa KaKEMO Ja je Ta jeIHaYMHA pHjelieHa y
KBajJparypaMa. 3a jeJHAYMHY KOja C€ MOXE pHjelIuTH nomohy eneMeHTapHUX (yHKIUja WIH Y
KBaJparypama Kakemo J1a € MOKe PHjelIuTH Y KOHAYHOM O0JIMKY.



5.2. JM®EPEHIIUJAJIHE JEAHAYUHE ITIPBOT PEJA

5.2.1. OCHOBHM NOjMOBHM
Hedbununnjy nudepeHnujaine jefHaunHe IpBor peaa gooujamo 3 Jlebunumuje 5.1 3an = 1.
JudepeHnujaina jetTHauYMHA NPBOT pea je jeHauynHa 00JIMKa
F(x,y,y')=0 (5.2)
raje je F: X - R, X c R3 nara gpyHKIuMja 1 u3BoJ Y’ ce 00aBE3HO jaBiba y jeJHAUMHH.
Axo ce jennaunHa (5.2) MOXKE PHjELIUTH 10 V', 3aIIUCYjeMO j€ Y HOPMAJHOM 00JIMKY
y' =flxy)
raje je f: D — R, D ¢ R? nara gpyHkuja 3a kojy ce Hajuemrhe OpeTnocTaBsba Ja je HelPeKH/IHa.

AXo HUje Apyraddje HarlameHo, Y HaCTaBKy MoApa3yMHjeBaMo Jia je CKyll D 0TBOpPeH M MOBe3aH.

Ynopeno ca jeTHAaYMHOM y HOPMAJTHOM OOJIMKY TIOCMaTpa C€ M HheHa PelMIPOYHA jeJHAYMHA, Tj.
jeIHauYMHAa y KOjO] J€ Y HEe3aBUCHO ITpoMjeHJbUBa a x(y) Henmo3HaTa QyHKIIHU]ja

, 1
x' = :
f(x,y)
3ato ce nudepeHIrjaaHa jeHaYMHa MPBOT pejia YECTO 3aMuCyje Y T3B. CHMETPUYHOM O0JINKY

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

KOJU 00jenbyje 3anuce jeHaYMHE U BeHE PEIUIIPOYHE JeJHAUHUHE.



ANPEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE ITPBOT’ PEJIA

JenHaurHe PBOT peaa MMajy Mo MpaBUITy BUIIE O] JeHOT pjeniema. Tako jeaHaunHa u3 [Ipumjepa
5.4 nMa 6eCKOHAUYHO MHOTO pjelema oounka y = x2 + C, C € R. OBom dopmynom obyxsaheHa cy
CBa pjellietba jeqHaunHe y' = 2X.

[IpencraBibame CBUX pjellickha jeJHaUuHEe Y 00Ky hamunuje pyHKIMja Kojy 3anucyjemMo nomohy
JeTHOT WM BHIIIE MapaMeTapa I0BOIHU J0 MOjMa OIIITET pjelieHkha jeHaunHE.

Hebununuja 5.4. Kaosxcemo oa je pamunuja pynkyuja

y=9x0)
Oepunucanux na unmepeany I, onmme pjewerse oupepenyujanne jeonauune y' = f(x,y) na I axo
nocmoju ckyn A € R maxas 0a je ¢pynxyuja y = gc(x) = g(x,C) pjewerse me jeonauune na
I ako u camo axo je C € A.

Jlakie, onmre pjeniemne jeJHAaYuHe NPBOT peaa NpeAcTaB/ba paMUiInjy pjenieha Koja 3aBuce 0/
jenHor mapamMerpa. BaxxHo je HamoMeHYTH Ja je 4ecTo HeMmoryhe joka3aTu Ja Heka (pamuiuja
byHKIM]a YKJbyUYje CBa pjelliekha jeIHaUNHE, TaKO Jla ce JepuHUIIMja OMIITEr pjeliemkha 0a3upa Ha
(damMmInju pjeniemna Koja He Mopa, alnu Hajuenrthe npeacraBba PaMuiInjy CBUX pjelliCHkha T€ JeIHAYNHE.

Pjemieme jennaunne u3 [Ipumjepa 5.4 je omiire pjeniewmne Te jeqHaunne, npu yemy je A = R. O0uuHo
he ckyn Bpujennoctu napamerpa C outu ckyn R u roBopuhemo aa je C npousBoJbaH peanaH opoj.

Ommre pjememe audepeHIrjaTHe jeTHAYNHE CE MOKE JOOUTH M Y HMIUTUITUTHOM OOJIUKY
G(x,y,C) =0, (x,y) € G C R?,
Kao U y ImapaMeTapcKoM OOJIHKY
x=x(tC), y=y(0C), a<t<hb.
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Hepunuuuja 5.5. Pjewere oughepenyujanmne jeOnauune Koje ce 0oouja uz onwmez pjeuierba 3a
nexy epujeonocm napamempa C (ykwyuyjyhu u C = +£00) ce nazuea napmuKyiapHo pjeuiere.

Pjememe y = x2 + C, C € R jennHauune y' = 2x u3 [Ipumjepa 5.4 je omire pjeleme Koje caapKu

CBa pjelliemha Te jeJlHaUYnHE, 0K je Y = X2 + 1 mapTUKyIapHO pjeliere Koje ce 100Hja U3 OIIITeET 3a
BpujeaHOCT napamerpa C = 1.

Beh cmo HanomeHnynu 1a onimTe pjenemne He MOPA /1a CaAP:KU CBa
pjeniema jeTHAYUHE IITO WIYCTPYje cibeaehu mpumjep.

IMpumjep 5.7. Omnire pjeniemne jeAHAUNHE

!

2 —xy' +y=0
je bamunuja mpaBux

y =Cx — C?.
Pjememe oBe jenHaunne je u pyHKIMja

.X'2

)’=Z

KOja ce He MOXe JOOWTH W3 OIIITET pjelieha HHA 3a JeAHY BPH]EIHOCT
koHcTaHTe C, ykibyuyjyhu u C = +o0o, Cnuka 5.3. ¢

y=Czg-C*

Ciauka 5.3

VY mnpakcu ce 4ecTto jaBiba moTpeda 3a oapehuBameM pjeliewma jeIHauMHe Koje uma ojpeheny
BpHUJjEeIHOCT y 1aTto] Tauku. [Ipobiem onpehrBama 0BakBOT pjeiiema ce Ha3uBa Kommjes 3agaTak.
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ANPEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE ITPBOT’ PEJIA

HNedunuumja 5.6. Kowujes 3a0amax 3a jeonauurny npeoz peda y HOpMAaIHOM 0OIUKY 2NACU:

3a oamy mauxy (xq,Y9) € D o0pedumu pjewerve ougepenyujanue jeOnauune

y'=fky), (xy) €D (5.3)
OeqQUHUCAHO ) HEKO] OKOJIUHU MauKe Xy, Koje 3a0080/b6A8a YCl108
y(x0) = ¥o. (5.4)

VYcnoB (5.4) ce Ha3uBa MOYETHH YCJIOB.

Pjememe KormujeBor 3amarka mMOCTOjU aKo MOCTOjU HMHTEpBal [ KOJU CaapXu X, U aKO MOCTOjH
dbynkimja nepunucana I koja je pjememe jeqHauune (5.3) v Koja 3a7J0B0JbaBa MOYETHU YCII0B (5.4).

I'eometrpujcku, pujemutu KomujeB 3agarak (5.3)-(5.4) 3Haum oapeAuTH MHTEIrPAJIHY KPUBY
nudepenumjaade jennaunne (5.3) Koja mposa3u Kpo3 TA4KYy (Xg, Vo).

Mosxe ce necutu na Komrjes 3ajaTak MMa TauHO J€IHO PjELICHE, BUIIE O] JEIHOT pjelIeHa WU Ja
HEMa HUjeIHO pjeuiewe. Jledunuiiemo nojam jeTMHCTBEHOCTH pjeniemna Kommjepor 3anarka.

Hebununuja 5.7. Kaoswcemo oa Kowwujes 3a0amax uma jeOuHcmeeHo pjeuierse axo nocmoju

OKOJIUHA MauKe Xo Y KOjoj ce NOKIanajy cea pjeuterpa jeOnadune (J.3) Koja 3a0080.6a6ajy nouemHu
yenos (5.4).

VY AaupekTHO] BE3W ca MOJMOM JeIMHCTBEHOCTH pjeiierma KolidjeBor 3agaTka je mojaM 00J1acTH

er3uCTeHINje U jeIUNHCTBEHOCTH pjelnema nudepeHiujante jeJHaunuHe.
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HNebunuumja 5.8. Obaacm ezzucmenyuje u jeouncmeenocmu pjeuierba ougpepeneyujanme
jeonauune y' = f(x,y) je cxkyn G ceux mawaka (xy,Y9) €D 3a koje Kowwujes 3adamax
y' =f(x,y), v(xg) =y, umajeourncmeeno pjewerse.

[Toka3zyje ce aa omiire pjeniewne jennadnne (5.3) caapxu cBa pjemema Kommujeror 3agatka (5.3)-
(5.4) takBor na (x,Y,) npunana G, Tj. pjemema Kommujesor 3agatka y’' = f(x,y), y(xg) = ¥o,
(X0,Y0) € G, cy mapTuKyJapHa pjeliermna Te jeTHAUMHeE.

VY npumjepy 5.7 cMO BHIjeNH J1a MIOCTOjE pjeIicha jeJHAYNHE KOja ¢c€ HE MOT'Y JOOWTH M3 OIIITET
pjemema HH 3a jeaHy BpujegHoct mapamerpa C (ykibydyjyhum um C = £o00). M3 mpeTxomHux
pasMmaTpama 3akjbydyjeMo na y ToM ciydajy KommjeB 3amarak (5.3)-(5.4) Hema jeIUHCTBEHO
pjememe. TakBa pjeriemha 30BeMO CHHTYJIaPHUM pjelienbuma.

Hepununuja 5.9. Pjewere ougepenyujanme jeonauune Koje uma ocooury 0a Kpo3 C8aK)y mauxy
e208e unmezpaitHe Kpuge npoaasu o6ap joul jeOona unmezpaiHa Kpuea me jeonauune, Ha3uea ce
CUHZYTIAPHO Pjeuierve Oughepenyujaine jeonavune.

2
Tako je pjememe y = x: jennaunHe u3 [Ipumjepa 5.7 cuHrynapHo pjenieme Te jeJHaYnHe.

Tauky (x¢,Yo) y unjoj okonunu Kommjes 3agatak (5.3)-(5.4) uma jeAMHCTBEHO pjelIeHE HA3UBAMO
O0OMYHOM TAa4YKOM, y MPOTUBHOM Ty TayKy Ha3MBaMO CHHIYJAPHOM Ta4YKOM. JacHO je aa je
MHTETpajiHa KpHUBa MApTUKYJIAPHOT pjellieha cauhibeHa OJ] OOMYHHMX Tadaka, JIOK je HWHTerpaiHa
KpUBa CHHTYJIAPHOT pjellieha CAYMbEHA OJ1 CHHTYJIApHHUX Tadaka.

12
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5.2.2. ErsucreHuMja v je AMHCTBEHOCT pjemierha KomujeBor 3agaTka

[Topen meTona pjeiiaBama, HajBAXHUJU TUO TeOpHje MudepeHIjaTHuX jeJHaYMHa J€ MUTAmkEe MO/
kojuM ycimoBuma KommjeB 3agaTak MMa pjelliemhe, T€ MOJ KOJUM YCIOBHMAa j€ TO pJjelICHE
jenuHcTBeHo. OBa MUTama Cy OJ1 U3y3€THE BAXXHOCTU U Y CIIy4aj]y KaJia ce jeIHaUMHE PjelllaBajy HEKOM
HYMEPUYKOM METOOM.

O ersucrennuju pjemema Kommujesor 3amatka (5.3)-(5.4) rosopu Ileanosa® teopema.

Teopema 5.1. (IleanoBa Teopema) Axo je gyukyuja fuenpexuona na D u (xq,yo) € D, maoa
Kowujes 3a0amax (5.3)-(5.4) uma pjewerve.

Younmo aa [leanoBa Teopema J1aje JOBOJbHE YCIOBE 3a €r3UCTEHIU]Y PjelIeHha, aJld HE TapaHTyje U
HETOBY J€IMHCTBEHOCT. JeIMHCTBEHOCT pjeniemna Komujeror 3aagatka he outu o0e30ujelyena ykonuko

. . . 0
je, mopen hyHKIMje [, HeMpeKuaaH 1 MapivjaHu U3BO/1 é 0 yeMy roBopH cJbeneha Teopema.

Teopema 5.2. Axo cy ¢pyuxyuje f u Z_f, nenpexkuone na D u (xq,yy) € D, maoa Kowujes 3a0amaxk

(5.3)-(5.4) uma jeouncmeeno pjewierve.

JemuncteeHoCT pjemema Kommujesor 3amaTka rapantyje u Ilukaposa? Teopema.

1 Giuseppe Peano (1858 —1932), uranujancku MaTeMaTHyap
2 Charles Emile Picard (1856 —1941), panirycku MaTemMaTHIap

13
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Teopema 5.3. (IluxapoBa Teopema) Heka cy ucnyrenu ycinogu:

1) ¢pynxuuja f je nenpexuona na D,
0
2 @K >0 V@ eD) |Lexy)|<k u

3) (x0,¥0) € D.
Taoa Kowujeg 3a0amax (5.3)-(5.4) uma jeouncmeeno pjewierve.

Nmajyhu y By 1a CUHTYJIapHa pjelieha jeTHaYuHE MPEJICTaBba]y HEJeIMHCTBEHA pjelliekha oroBapajyher
KomujeBor 3aiaTka, U3 IpeTXoIHEe TEOpEME 3aK/bydyjeMO Jla CHHTYJIapHa pjelliekha, YKOJIUKO MOCToje, Tpeda

TpaXUTH Meljy OHMM pjeniemuMa 3a Koja je g—£ (x,y) = 0, (x,y) = (X0, ¥0)-

Youumo na cy ycnosu y Teopemu 5.3 10BOJbHH, ) HE U MOTPEOHM 3a J€IMHCTBEHOCT pjenierma. To
naje MOryhHOCT J1a ce OBM YCJIOBH 3aMHjeHE cllabujuM ycioBuMa. KOHKpEeTHO, yCIIOB OrpaHUYEHOCTH

. 0 . . .
dyHKLIM]je é ce MOXeE 3aMHUjeHUTH JIMIMIUIOBUM® YCIOBOM IO IIPOMjEHJUBO] Y.

Kaowcemo oa pynxyuja f 3adosomasa Jlunwuyos ycioe no npomjenwueoj y na D axo nocmoju
koncmanma L > 0 maxo 0a 3a ceéaxo (x,y,), (x,y,) € D épujeou nejeonaxocm

|f O, y1) — FOG )l < Ly — vl

OBaj ycIoB je cnabuju y OJHOCY Ha yCJIOB OTPAHUYCHOCTH TMapIIUjaTHOT W3BOJA, TIOIITO U3 OIPAaHUYCHOCTH
MapIyjaaTHOT U3BOA clvjenu Aa GyHKIH]a UCTymhaBa JIMIIIMUIIOB yCI0OB, JOK OOPHYTO HE BPH]E/IH.

3 Rudolf Lipschitz (1832-1903), memauku matemMaTHyap
14



ANPEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE ITPBOT’ PEJIA

Hpumjep 5.10. a) Oynxuuja f (x,y) = y2sinx + e* 3an0B0JbaBa JIMMIIUIOB YCIOB [0 IPOMjEHJBUBO] Y HA
ckyny D = R X [—a,a], a > 0 jepjesa(x,y,),(x,y,) ED

|f (x,¥1) — f, )1 = lyy — y2llys + y2llsinx| < 2aly; — sl

na je JIunmmuioB ycioB uCnymweH 3a L = 2a.

IIpumjenda 5.2. YKOIMKO Cy YCIOBHM KOJU TapaHTY]y JEIWHCTBEHOCT pjellielkha HCIYHEHU Ha

npaBoyraoHuky R: |x — x| < a, |y —yol < b, onna je pjememe jenHaunne naeduHrcaHo Gap Ha
UHTEpBaNy |x — x| < @, raje je a = min {a, %} u K je 6poj 3a xoju je |f(x,y)| < K na R.

Ipumjep 5.11. Ucnuratu na nu Komujes 3aaTtak

y'=1+y% y(0)=0
uMa pjeliee Ha npaBoyraoHuky R: |x| < 5,|y| < 3, u ako uma fa v je OHO jeJMHCTBEHO.

Pjewere: Ha mpaBoyraonuky R Bpujeau

d
fenl=1+y*<10=K [L]=2mi<6-1
®yukuuja f(x,y) = 1+ y? je HenpekuaHa U orpanudeHa Ha R ma osaj Kommjes 3amaTtak uma 6ap jeqHo

pjeieme Koje je nehunucano 6ap Ha uHTEpBany |x| < a, @ = min {5, %} = 0.3. IlomTo je u pyHKIIHja Z—f}

HEMPEKUIHA W OrpaHndYeHa Ha R, pjememe KommjeBor 3amgaTka je jeAMHCTBEHO W JeduHHMCaHO Oap Ha
uarpesany (—0.3, 0.3). ¢

15



ANPEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE ITPBOT’ PEJIA

VY HacTaBKy pa3marpaMo METOJIE 3a pjellaBame Mu(epeHIrjaTHuX jeJHaYnHa MPBOT pefa Koje ce
MOTY PHjEIIUTH Y KOHAYHOM OOJIUKY. YHHMBEp3ajiaH METOJ 3a pjelllaBamke HE TOCTOjU Beh je HauuH
pjelliaBama yCIOBJ/bEH TUIIOM WJIM 00JIMKOM AudepeHIrjaiHe jeJHauYuHE.

5.2.3. HenornyHe jesHa4YMHe

HenornyHna qudepeHuujaiHa jefHAYUHA j€ JeIHAYMHA 00JIMKa
Y =f(x) (5:5)

raje je f mara HenmpekuaHa ¢GyHKIHMja Ha wHTepBady [. OOJacT €r3uCTeHIMje U JeIUHCTBEHOCTH
pjelewma oBe jenHaunHe je G = I X R.

Cga pjeliema OBe jeJHaYMHE CE MOTY 3alicaTH y O0IHKY

y = j f(x)dx,
OJTHOCHO y O0JIUKY
y=F(x)+C

raje je F npumutuBHa QyHkuurja Gpynkuuje f u C npousBosbaH peasiad opoj. OBoM GhopMyJioM je 1aTo
oniuTe pjemiemse jeqaadnne (5.5).

Ipumjep 5.12. Oapenutu ommTe pjeiiee jennaunae y' = 1 + cosx.

Pjewerve: ®ynximja f(x) = 1 + cosx je HenpekuaHa ma je u uHTerpadbmiana Ha R. Omire pjeniemne je

y=J(1+cosx)dx=x+sinx+C, CeR ¢
16



ANPEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE ITPBOT’ PEJIA

[Tokazanu cMmo aa je pynknuja F(x) = f; f(t)dt nmpumuTHBHA GYyHKIHja HENpeKuHEe GyHKIHjE [
Ha [a, b]. To 3Haun ja ommre pjeriene jeqaadnte (5.5) MOKEMO 3aIUCATH Y 00JIUKY

y = f xf (®dt+C (5.6)

raje je xo ¢uxcupan 0poj u3 uarepsana I. U3 (5.6) 3a x = x, mobujamo y(x,) = C, na pjeiemne
jeanauune (5.5) Koje ucIymbaBa IOYETHH YCIIOB Y(Xg) = Yo MOXKEMO IUCATH Y OOJIHKY

X
y= [ r@©de+ys 5.7)
X0
Pjememe (5.7) je pjemese Kommmjepor 3agarka y' = f(x), y(xy) = Vo.

5.2.4. [ludepeHnujanHe jeJHAUYHUHE Ca Ppa3/BOjeHUM [IPOMjeH/bUBUM

JAudepeHnujaina jetTHaAYMHA Ca Pa3/IBOjeHUM MPOMjeH/bUBUM Y HOPMAJIHOM OOJIUKY € jeJHaYMHA

y'=P) QW) (5.8)

VYkomuko cy ¢pyHkiuje P u Q "HenpekugHe, uHTerpanujoMm y (5.8) nodujamo UMIUTMLIUTHU OOIUK
OTIIITET pjelleHha jeHaYNHE

@y 5.9
JQ(y) fP(x)dx+C. (5.9)

17



ANPEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE ITPBOT’ PEJIA

Pjememe KommujeBor 3amarka 3a jemnaunny (5.8) ca mouetHuM ycinoBoM y(xg,) =y, oapehyjemo
Tako Ja u3 (amuimje ommrer pjemema (5.9) ogpearMo mapTHKyIapHO pjelicHe Koja 3aJ0B0OJbaBa
JaTh oYeTHHU ycIioB. Jlobujamo na je pjememe KommjeBor 3aaaTka 1aTo ca

Y d x
thf j P(t)dt.
Yo Xo

Axko cy ¢yuknuje P u @ HenmpekuaHe Ha UHTEepBaMMa [ U | pECHEeKTHBHO, Taja je o0macT
€r3UCTEHIIM]€ U JEIMHCTBEHOCTH pjeliemha jenHaunne (5.9) nara ca

G = {(xO!yO)l X0 € Ir Yo E]r Q(yO) ia O}

HudepeHunjainy jeAHAYMHY ca pa3/IBOJEHUM MPOMJEHJbUBUM YECTO MPEJICTaB/baMO H Y
CUMETPUYHOM OOJIUKY

q(y)dy = p(x)dx.

AKO TIPETIIOCTaBUMO J1a Cy (YHKIM]E€ P U ¢ HENPEKUIHE, TaJa je€ OIIITE pjeniewne jeqHaunne (y
UMIUTMITUTHOM OOJIMKY) J1aTo ca

[ awiay = [ peodx +c

IOK je pjememe KormjeBor 3aaaTka ca mo4eTHUM ycioBoM Y (xg) = Y, HaTo ca

fy:q(t)dt = fx:p(t)dt.

18



ANPEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE ITPBOT’ PEJIA

IMpumjep 5.13. Oxpenutu onuite pjenicwke jenHaunte y' = —2xy.

Pjewere: a) TpancpopMuiieMo jeJHaAYMHY Y CUMETPUYHHU OOJIUK

dy
7= —2xdx, y# 0

0JIaKJIe UHTETPaIlljOM J100HjaMo
Inly|=-x*+C, CeR
OpnaBne je
[yl =e "¢
u axo crapumo e¢ = |C|, C#0 n00ujamMo
2
lyl = [Cle™",
TJ.
y=_Ce™**, C#0.
[TomTo cMo y TOKY pjemiaBama AudepeHIijaate jeHaYnHe MpeTnocTaBuiu 1a je y # 0, mposjepaBamo 1a
mu je pyHkimja y = 0 pjelieme jefHauynHe. Y BpIITaBalkEeM Yy jeJTHAYMHY J0OHjaMO UAECHTUTET 1ITO 3HAUYM J1a
je vy = 0 takohe pjememe jeqHaunne. OBO pjeliemhe je MapTUKYJIapHO pjeliehe jeJHaYnHE jep ra 1001ujaMmo

w3 pjemema y = Ce™*" 3a C = 0. IIpema TOME, OIIIITE pPjelIcH-E JeJHAYHHE €
PJ y p PJ J J

y = Ce ™, C R

Ipumjep 5.14. Pujemiutu Koiujes 3agatak
(1+ x?)dy + ydx =0, y(1) = 1.

Pjewerwwe: Ha mnouerky onpehyjemo omire pjemewe jeaHaunHe. I[lpeacTtaBibambeM jeqHAYUHE Y

CHUMETPHYHOM OOJIUKY JTOOHjaMO
19
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dy dx

7 = —m, y F 0.
Opnasne je

In|y| = —arctgx + In|C|, C+0
OJTHOCHO
[yl = [Clearetox

JloOujamo omiTe pjenemne

y = Ce™9rctgx, C # 0.

\\'y

\ —arctgzx

y=el

—_—

—arctgx

y=~Ce

—\\e

Ciauka 5.7

ma je pjememe KommujeBor 3agaTka GyHKIM]a

VBpmtaBawem  ¢ynkumje y =0 'y gary
JjeHauuHy Jn00ujaMo Ja je u oBa (QyHKIHja
pjeliemne jeJHaunHe, Ta je OMIITE pjelIeHhe JaTe
jenHauuHe pamuiidja QyHKIM]ja

y = Ce~9retgx, C €ER,

Cmuka 5.7. Pjememe KommwmjeBor 3agatka je
NapTUKYJIapHO pjenieme Koje ce aobuja u3
OMILITET 3a JaTe MOYETHE yCloBe. Y BpIITaBajyhu
x =1, y =1y onmre pjememne 1001jaMo

Vs T
1=Ce ¥l = Ce ™% = (C = e7,

r R _arctgx
y=e4_e—arctgx=e4 A

20
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5.2.5. JeagHauuHa o6simkay' = f(ax + by + ¢)

JenHauuna 00JMIKa
y' = f(ax + by + ¢) (5.10)

raje ¢y a, b, c KoHCTaHTe, Ce CBOAM Ha JeIHAUYUHY Ca Pa3BOjEHUM NMPOMJEHILUBUM. AKO je a = 0 unu
b = 0 jennaunna (5.10) je jerHaunHa ca pa3ABOjEHUM IPOM]EHIBUBUM. 3aTO MPETIIOCTABIHAMO Ja €
a#0ub =0,

YBoauMO CMjeHy
ax +by+c=u
raje je u = u(x) HoBa ¢yHKIM]ja mpoMjeHsbuBe X. Jndepennupamem 1o0ujamo
u —a
b

a+by' =u' =y =

VYBpiraBawem y (5.10) nodujamo

u —a

b

TJ. JeIHAYUHY ca pa3BOJEHUM MPOM]ECHIbUBUM

u' =bf(u) + a.

fw

OpnaBne je
du

bf(w) +a
OJIaKJIC MHTErPAIAjOM I0JIa3MMO IO OIIIITET Pjelleha.

dx, bf(u)+a+0
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AKko je
bf(u)+a=0
Taja je
u=0=>u=C=bf(C)+a=0.

[Ipema ToMe, pjellieHmhe JeTHAUUHE Y OBOM CIIy4ajy je

ax+by+c=u=>y=u_c—gx=C_C—gx
b b b b
raje je bf(C) +a =0,
Hpumjep 5.17. Ogpenutu onmTe pjelieHe jeTHAUYNHE
y'=2Jy—-x+1 y=zx y =1.
Pjewerse: OBo je jennaunna oosmka (5.10) 3aa = —1,b = 1, ¢ = 0. YBoaumo cmjeHy

y—x=u=>y =u+1.
VYBpuITaBameM y AaTy jelHaUYMHY A00MjaMO JeJHAYMHY ca pa3/BOj€eHUM IIPOM]EHIbUBUM
u' = 2/u, u>0, u' > 0.

Nmamo
du

2vu

dx, u+x0

oJaKje 100ujaMo
JVu=x+C.
OmnuiTe pjeliemhe OBE JeIHAYNHE €
u=(x+C)? x = —C,
Crnuka 5.11.
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S - - L
AKO jeu =0, YBPIITABAEEM y JEAHATHHY ﬂo6gjaMo WJICHTUTET T1a 7/ Y=zt (C +z)2/
je u =0 Takohe pjememe jenHaunHe. OBO pjelIeHE ce HE MOXKE
TOOWTH W3 OMNINTEr HU 3a jJeaHy BpHUjeAHOCT KoHcTaHTe C,
ykibyayjyhu u C = oo,
3aro je u = (0 CHHTYJIapHO pjeLICHE JeTHAYNHE. e
BpahawemM Ha mnpoMjeHJbHBY Y 100HjaMO OIIITE pjelICHE -
jenHaynHe

y=(x+0C)?+x, x> —C,
U CUHTYJIAPHO pjelICHe
y=x. 9
Cauxka 5.11.

5.2.6. XoMmoreHa jejHaYMHa

®dyukimjy f(x, y) Koja uMa 0COOMHY /1a 3a HEKHU peasiaH Opoj 7" ¥ MPOM3BOJHHO A BPH]jEIH

flax,ay) = a”f(x,y),
Ha3MBaMO XOMOreHa (yHKIHja ca CTeNeHOM XOMOI'€HOCTH T

XoMoOreHa jelHA4YMHA j€ JeIHAYNHA 00JIMKA

y' = f6) (11)

raje je f xomoreHa (pyHKIM]ja ca HyJTUM CTEIIEHOM XOMOTE€HOCTH.
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Younmo 51a 3a xoMoreHy QpyHKIHjY f ca HyJTHM CTETICHOM XOMOT'€HOCTH 3a IMTPOU3BOJHHO A BPHjEIU

flax,ay) = f(x,¥).

V3umajyhu y npetxoanoj jeqnakoctd a = 1/x modujamo

fey =£(12)

0JIaKJIe 3aKJbYUyjeMO Jia j€ XOMoreHa (GyHKIIH]a JBU]je TPOMjEHIbUBE Ca CTEIIEHOM XOMOT'€HOCTH HyJIa,
.. . y . .
3anpaBo (yHKIIM]a JeIHE pealHe TPOM]EHIbUBE = 3ato ce xomoreHa AudepeHInjaIHa jeTHAaYNHA

obuuHO neduHuIIe HA cibenehn HAauMH:

Hudepenuujaina jeqHaunHa 00IMKa

raje je ¢ pyHKuuja jeaHe IpoMjeHIbMBE, CE Ha3MBa XOMOreHa A epeHIujaHA jeJHAYHHA.
OBa jegHaYMHA CE CMJEHOM

_=u
X

rgje je u =u(x) HOBa (yHKIMja MPOMjEHJBMBE X, CBOAM Ha jeIHAYMHY Ca pa3IBOjeHUM
MPOMjEHJbUBUM. 3aUCTa, U3 Y = UX 100UjaMO

y =u+u'x
U yBpIITaBamkeM y jenHauuny (5.12) nobujamo jeqHauyuny
u'x = @(u) —u.
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TpancdopmaiyjoM oBe jefHaUYNHE Y CAMETPUYHU OOJIMK 100HjaMO
du dx

<p(u)—u= X

) x+0, ou)—u=+0.

PjemaBameM oBe jegHaunHe U BpahameM cMjeHe Y = ux 1o0HMjamMo ominTe pjememe jeqaaunne (5.12).

Axoje @(u) —u =0 Ttagaje
ux=0=>u=_7C,

1a je y OBOM ClIy4ajy OIIUTE pjeniemne jeaHaunne (5.12) obnuka
y = Cx.

Axoje ¢(u) —u = 03au = uy, = const, taaga je
Y = UpX

pjeleme jeqnadune (5.12) koje Moke OUTH ¥ CUHTYJIapHO.

Ipumjep 5.18. Hahu oniure pjememe audepeHnjante jeJHaunHe
2x +y

!/

y

Cx =2y

OnpeauTH OHO pjellerhe jeAHaYMHE KOje 3a0BoJbaBa moueTHn yciaoB y(1) = 0.

Pjewerve: Jlata jeqnaurHa je XoMoreHa jep je

2+2
yI: X.
1-27%

X

25



ANPEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE ITPBOT’ PEJIA

YBohewmem cMmjeHe

y ! !
—=1u, =ut+ux
x y

nooujaMo
ey 2+u , 21+u2
= = =
e T T
TJ.
1—2u dx
du=2—, x#0.
1+ u? X

Hurerpamujom nobujamo
e etIv = Cx2(1+u?), C >0,

1A je OMIITE PjelIeHe JaTe jeAHAaUNHE

y
e % = C(x2 +y?), x#0, C>0.

WNuTterpanne KpuBe jeqHaunHe Cy joraputamcke criupaie (Crnuka

5.12) uwmje cy jeaHauMHEe Yy TMOJIAPHUM KOOpJIMHATama T =
0

//—;
TN
VYBpiiTaBameM MoYeTHHUX ycioBa X = 1, y = 0 y ommre pjernieme
jenHaunHe go6ujamo C =1, ma je MapTUKYJIAPHO pjelICHE
jeHauYnHEe Y UMIUTHIIMTHOM OOJIMKY J1aTo ca

y
t v
eV Ix = x2 +y2, x # 0.

V oBoM ciydajy Tauka (0,0) je cunrynapHa Tauka jeaHadnse. §
Cauxka 5.12

26



ANPEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE ITPBOT’ PEJIA

Jenqnauuna oOMKa

ax+b;y+c
o = ( 1 1Y 1) (5.13)
a,x + b,y + ¢,

raje cy a;, b;,c;, i = 1,2 peajlHe KOHCTaHTe, OAroBapajyhuM cMjeHama CBOJM CE€ WM Ha jeIHAYHHY
ca pa3BOjEHUM IIPOM]CHJBUBUM WUJIM HA XOMOI'€HY jeJHAYUHY.

AKo je ¢; = ¢, = 0 Tajma je oBa jegHAYMHA XOMOTEHA. 3aTO pa3MaTpaMmo CiIydaj Kaja je 6ap jeHa o
KOHCTAHTH C; U C, pasimuuta oa Hyna (|c1| + |c,| # 0). Pasmukyjemo aBa citydaja:

a; by
a; b,
jelHaUMHa ca pPa3/IBOjEHUM MPOMjEHJBUBUM. 300r Tora MpEeTIOCTaB/baMo jAa je Oap jegHa o
KOHCTAHTH 4 U 4, Pa3IMYUTa O] HyJia ¥ Oap jeHa o]l KOHCTaHTU by U b, pa3nuuurta oja Hyna. bes
ry0Jbema Ha OIMIITOCTH MOYKEMO J1a MPETHocTaBuMO 1a je a; #+ 0 u b; # 0. Tana je

1) Heka je = 0. Axoje |a,| + |ay| = O mmu |b| + |b,| = 0, Tana je jennaunna (5.13)

a, b
222 _ ¢
a; by
saneko t € R, majea, =ta; u b, =thb,. OmaBne gobujamo n1a je a,x + b,y = t(a;x + byy) na
je jenHaumHa (5.13) obnmka
r <a1x+b1y+cl

Y t(a;x + byy) + ¢,

[Ipema ToMe, y OBOM clly4ajy C€ jeJHAaUYMHA CBOJIM Ha jeHaunHy oouka (5.10) koja ce 1ajbe cMjeHOM
u=ax+byy

) = g(aix + b1y).

raje je u = u(x) GyHKIHMja MPOMjCHIBUBE X, CBOJIN Ha jeTHAYMHY Ca Pa3/IBOjCHUM IPOMjCHbUBUM.
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a; by

2) Heka je a, b,

# 0. Taga cucrem

ax+by+cg =0
a,x +b,y+c, =0
uMa jeTMHCTBEHO pjemee (a, f). YBOIuMO cMjeHY
xX=u+a, y=v+p
u jeqHayuny (5.13) cBoaMMO Ha jeiHauYnHy 00JIMKa
dv a,u + byv v
du f(azu + bzv) -4 (Z)

TJ. HA XOMOT€HY jeTHAUUHY.

Ipumjep 5.19. Hahu ommre pjemiemne jennaunae  y' = — Zi:};fl
Pjewere: Tlomro je B ;| = 0, yBogumo cMmjeny y+x =u =y = —1+u'. JoOujamo jeaHauuny ca

Pa3/IBOjEHUM MPOM]jCHIbUBUM
, u—3 2u—1
u' = =
2u—1 u-3
OmnuiTe pjelieme OBE JeIHAUYNHE €
2u+5njlu—-3|=x+C, CeR, u=+3.
Jlako ce Buau 1a je u = 3 Takohe pjemieme jefHaunHe Koje ce 1o0uja u3 ommrer 3a € = —oo. [Ipema Tome,
OTIIIITE pjeIICHE JeTHAYNHE |
S5Inhjx+y—-3|+ x+2y=¢C, CeR

JIOK j€ pjelIemhe Yy = 3 — X MapTUKYJIApHO pjelieHke Koje ce Jo0uja u3 ommrer 3a C = —oo,

du =dx, u #+ 3.
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IIpumjep 5.20. Ogpenutu UHTETpaNHy KPUBY jeHAUNHE Y = ;C,z:i

Pjewere: |1 1 11| = 2 # 0. Pjemieme cucrema
x+y—2=0

y—x—4=0
je (a, B) = (—1,3), ma yBogumo cMmjeHy

x=u-—1, y=v+3.
OpnaBne je

dx =du, dy=dv=>—=—

VYBpiTaBambeM 1001jaMO XOMOT'€HY jeTHAYNHY

v
dv_u+v_1+a

du v—u YV_7

u
CmjenoMm

v

—=t, v =t+ut
u

t = t(u) dbyHKIM]a TPOMjEHIBUBE U, TOOHWjaMO jeTHAUYNHY

, —tP+2t+1
ut = .
t—1
CumeTpuyHU 00JIMK OBE jeTHAYMHE |
t—1 dt = du t2—2t—1+#0
t2—-2t—1  u’ ’

du dx’

KOja mpostaszu kpo3 tauky (1,1).

u # 0.
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OmnuiTe pjeniemhe OBE JeIHAYNHE €

(t?-2t—1Du*=¢C, C=+0.
3a C =0 nmobuja ce t = 1 ++/2 u mako ce nposjepasa na cy oe GyHKIHje Takolhe pjeliere jeqHadnHe.
[Ipema ToMe omiTe pjeiemhe jeJHAUNHE je

vZ-2uv—-u?*=¢C, CER,
OIHOCHO
y2—x?—2xy—8y+4x=C, C€R.

3ax =1,y = 1 nobujamo C = —6 1A je MapTUKYJIAPHO PjCIICHE

y2—x?—-2xy—8y+4x+6=0. ¢
5.2.7. ErsakTtHa audepeHiHja/iHA jeAHAYMHA

Hudepenuujaina jeqHaunHa
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (5.14)

y Kkojoj m3pa3 M(x,y)dx + N(x,y)dy mnpeacraBba ToTanuu audepeHnujaa Heke (QyHKIHje
u = u(x,y), ce Ha3uBa er3akTHa AW(epeHIHjaTHA jeJHAYNMHA WIM jeAHAYMHA €A TOTAJIHUM
nudepeHunjagom.

Y HacraBKy mpermocraB/bamMo Aa cy ¢yukmmje M(x,y) u N(x,y) HenpeKHaHe Ha IPOCTO
nosesanoM ckyny D * u naje M%(x,y) + N%(x,y) # 0 3a cBako (x,y) € D.

4 Kaxxemo 12 je ckyn D mpocTo moBe3aH ako ce yX Koja craja Ouiio Koje JIBUje TauKe U3 TOT CKyTa Hanasu y D.
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Jlakie, ako je jenHaunHa (5.14) erzakTtHa Ha D, Tana je
M(x,y)dx + N(x,y)dy = du
3a HeKy QyHKIMjy U = u(x,y), ma je oHa 00IuKa
du = 0.
OnaBae nodujamo Aa je ommmTe pjenieme jeqnaunne (5.14) aa D gato ca
u(x,y)=0¢C, C€eR.

Jlakiie, pjeiiaBame er3akTHE jeIHAaYMHE Ce CBOAM Ha oapehuBame pynkiuje u(x,y).

Ipumjep 5.21. Jennaunna
(y? + 2xy)dx + (x* + 2xy)dy = 0
je ersaxTHa jennauunna jep je uspas (y% + 2xy)dx + (x? + 2xy)dy torannu qudepenuujan GyHKIU]jE
u(x,y) = x%y + xy?, 1.
(y? + 2xy)dx + (x2 + 2xy)dy = d(x%y + xy?).
[Ipema ToMe jeqHAUMHY 3aMHUCYyjeMO Y OOJIUKY
d(x?y +xy?) =0
oJIaKje J0OMjaMO OTIITE PjeIICHE
x%y + xy? =C, CeER. 0

[TomiTo ce pjemiaBame €r3eKTHE jeAHAYMHE CBOAU Ha omapehuBame ¢pynkuuje u(x,y), 3a moyeTak je
nOTPEOHO MPEno3HaTH Kaja mocToju GpyHKuuja Taksa ga uspas M (x, y)dx + N(x,y)dy npencrasiba
HCH TOTAJIHU AU(epeHIrjal, Tj. Kaja je nudepeHiyjanta jeqHauynta er3aktHa. [1oTpeOHu 1 10BOJbHU

YCJIOBHM 3a €Tr3aKkTHOCT AudepeHuujanne jeanaunne (5.14) cy natu y cibeaehoj Teopemu.
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Teopema 5.4. Heka cy ¢pynxyuje M(x,y) u N(x,y) nenpexuono oughepenyujabunne na D. [a d6u

jeonauuna (5.14) ouna eezakmna, nompebHo je u 0080bHo da Ha D epujedu
oM _oN (5.15)
dy Ox

Hoxkasz: a) Iokaxumo na je ycioB (5.15) morpeban, Tj. mpeTmocTaBUMO Ja je jenHaunHa (5.14) ersaktHa
jennauyuHa. Tana je na D

M(x,y)dx + N(x,y)dy = du

3a HeKy GyHkuujy u = u(x,y), Tj. Z—Z =M(x,y) u Z—i = N(x,y). OnaBne nobujamo
oM  d%u ON  0%u
= 7 = :
dy  0xdy dx 0dydx
v b . OM 0N . b . 0%u  9%u
omITo Cy GYHKIMje = M o HEMPEKHHE, TO SHAH 1 Cy MjCIIOBHTH H3BOIM QyHKIWje U, 5o 1 =0,

Takol)e HeMmpeKuIHMU ma Cy OHU Ha OCHOBY Teopeme 3.14 jemnaku. 3akipydyjeMo na Ha D Bpujeau yclioB
oM _ 0N . : : :
3y = a5 - yenos (5.15) je moTpeban 3a er3akTHOCT audepeHrjaiHe jennadnne (5.14).

0) I[okaxkxumo n1a je ycios (5.15) noBosban, Tj. mpernocraBumo ja Bpujeau (5.15) u mokaxumo aa Tana
nocToju GyHKIIMja U TaKBa Ja je
M(x,y)dx + N(x,y)dy = du

ou

OJHOCHO Z—Z =M(x,y) u 3 N(x,y). Heka je (x,,y,) npou3sBojbHa Tauka u3 D. VHTErpammjom 1o

MIPOMjEHJBUBO] X y MPBOj JETHAKOCTH, T0OMjaMO €KBUBAJICHTHY J€THAKOCT
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u(x,y) = j M(t,y)dt + g(v) (5.16)

rjje je g npousBoJbHa (DYHKIM]a KOja 3aBUCU caMO O] TpoMjeHJbuBe Y. DYHKIMN]Y g Aake oapehyjemo u3
yCIIOBa Z—; = N(x,y). Hubepenuupamem y (5.16) o y gobujamo

ou XOM(t,y)

ay f oy
Jlasbe u3 mpetmiocraBke (5.15) mobujamo

u Jx ON(t,y)
dy dt

dt + g'(y).

X0

dt + g'(y) = N(x,y) = N(xo,y) + g’ (¥).

X0
. . u .
N3jennayaBameM napumjagiHux U3Boaa e nobujamo

N(x,y) = N(xp,y) + g'(y¥) = N(x,y) = g'(y) = N(x¢,y)
1. g(y) = f;; N (x,, t)dt + C. akne, 3a GyHKunjy

X y
u(x,y) = j M(t, y)dt + j N(xg, £)dt + C (5.17)
X0 Yo
BpHUjeIU
du Iy du N
P (x,y) u 5y " (x,¥),
OJHOCHO

M(x,y)dx + N(x,y)dy = du

ra cCMo ToKa3aiu Jia je jeqHadyuHa (5.14) erzaktHa. Teopema je noka3ana. O
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Ipumjenda 5.3. Younmo a cMO NMPUIUKOM J0Ka3a MPETXOJHE TeopeMe OJIpeauian U (yHKIHU]y
u(x,y) unju je toranuu audepennujan jennak M(x,y)dx + N(x,y)dy, a caMuM THM U OIIIITE
pjeneme I1ocmarpade jeaHaumHe. [lakie, u3 (5.17) gobujamo na je OmINTE pjelIeHe er3aKTHE
nudepennujanae jennaunne (5.14) naro ca

x y
f M(t,y)dt + f N, t)dt = C
X0 Yo

npu uemy je (xq, yo) Mpor3BOJbHA Tauka U3 ckyma D.

IMpumjep 5.22. Hahu omiure pjemnieme jeqHaunHe
(e* +y + siny)dx + (e” + x + xcosy)dy = 0.

Pjewerve: M(x,y) = e* +y + siny, N(x,y) =eY + x + xcosy. Ilomro je

a—M=1+cosy v 6_N: 1+ cosy

dy 0x
ucnymeH je ycnos (5.15) na je Ha ocHoBy Teopeme 5.4 nata jenHaurHa er3aktHa. /lakie mocToju GpyHKIHja
U TakBa Ja je

(e* + y + siny)dx + (e” + x + xcosy)dy = du.

®dyukuujy u oapehyjemo kopumhemem hopmyiie (5.17), mpu yemy Moxkemo y3etH x, = y, = 0. Umamo

x y
u(x,y)=j (et+y+siny)dt+f etdt+C=e*—1+yx+axsiny+e¥—1+C.
0

0
Ormre pjeneme jeJHauYnHE je
e*+e¥+xy+xsiny=C. 0
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% UHTerpamuoHu pakrop

VY HekuMm ciydajeBuMa ce qudepeHidjaiHe JeIHaYrHE KOje HUCY €r3akTHE MOTY TpaHchopMucaTu y
CKBUBAJICHTHE er3akTHe Audepennnjanne jenHaunde. Hajuemtha Tpancdopmaiinja KojomM ce MOCTHXE
OOJIUK €r3aKTHE jeJHAYMHE J€ MHOXKEHE jeHaunHe oJroBapajyhoM HeHysa QyHkiuujoM. OyHKIU]Y
A(x,y) KOjoM MHOYKHUMO jeHAYHHY 30BEMO HHTerpanMoHu (paKTop jeaHaAUYHHE.

Ipumjep 5.23. Judepeniyjanta jeqnauynHa

Zdx+dy =0
y
HHje er3aKTHa jennaunta. Mehytum, MHoKemeM jennaunte ¢pyukuujom A(x, y) = y mobujamo jeqHaunHy
xdx +ydy =0
o . . M _ 9N :
Koja jecte ersakTHa jep je =0 = 0. Jakme, y OBOM cClly4ajy MHTErpallMoOHUA (PaKToOp MOKe OWUTH

¢yukumja A(x,y) =y. 0

HNurterpanuonu ¢axktop HUje jeAMHCTBEHO oApehen. MelhyTum, 3a pjemaBame jeHAUMHE JOBOJHHO j€
Mo3HaBaTU Oap jeaH WHTErPalUOHU (PAKTOpP M Y HACTABKY MOKA3yjeMO KaKO ra MOXEMO OJPEIUTH.
MHOX€eHmEeM jeTHAaUNHE

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
dyukujoMm A(x, y), 1061jaMo eKBHBaJIEHTHY Tu(EepPeHIM]alHy jeTHAUHHY
A, y)M(x,y)dx + A(x,y)N(x,y)dy = 0.
Jla ou ¢pyukumja A(x, y) Ouna uaTErpainoHu GaxkTop jeIHaYnHe, OHA MOpa Ja Oy/Ie er3akTHa.
35



ANPEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE ITPBOT’ PEJIA

To Ha ocHoBy Teopeme 5.4 3Hauu ga MOpa OUTH UCITYH-EH YCIIOB
d(AM) _9(AN)
dy  ox '

TJ.
oM oA ON oA
A M—=)1—4+N— 5.18
Aay+ 5 Ao+ N— (5.18)
Haxkie, 3a onpehuBame WHTErparmoHOr (akTopa Tpeba pHjelIMTH TaplujaaHy audepeHIujamny
jennauuny (5.18) mTo je y ommreM ciay4ajy TEXE HEro PHjCIIUTH IOYETHY jeIHAYHMHY. 3aTo

pa3Marpamo CIICIHjalIHe CiIydajeBe Kajaa ce pjerraBame jeaHadnne (5.18) mojeanocrapibyije.

AKO IPETIIOCTaBUMO Ja j¢ MHTerpanuoHu (Gaktop (yHKIMja jeaHe npomjersbue A = A(t), raoje je
t = t(x,y) nara pynkmuja, Taga jeqHaunna (5.18) mocraje
oM daA dt oN dA ot
OJIHOCHO
oM _oN
1dA _ dy ox
ot ot’
Adt oM 5

Kana je u3pa3s ca mecue crpane y (5.19) dyukuuja mpomjerssuse t, Hip. u(t), Taga ce MOKe OIPEIUTH
uHTerparuonu daktop oonmka A = A(t). Taga mobujamo jeTHauYMHY ca Pa3BOjSHUM IPOM]jCHbUBUM
da

i u(t)de

(5.19)

na je
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A(t) = e HOAL, (5.20)
Crennjanto, ako je t = x taga u3 (5.19) nobujamo
oM ON
1dA 9y ~ ox (5.21)
ldx N

na jeHaYrHa UMa MHTerpanuoHu gaktop obmmka A = A(x) ako je mecHa crpaHa jeqHaumne (5.21)
dyHKIMja TpoMjeHIbuBE X. AKo je t = y Taga u3 (5.19) nobujamo
oM _ oN
1dA 9y ~ Ox (5.22)
dy~ oM
na jeHaYMHa UMa MHTerpanuoHu (aktop odimka A = A(y) ako je necHa crpaHa jemHaunue (5.22)
byHKIM]a MPOM]jEHIJbUBE Y.

Ipumjep 5.24. Pujemuru jennaunny (4x + 3y?)dx + 2xydy = 0.

: . M aN : . :
Pjewere: Tlomro je o 6y, Pl 2y pnara jegHadynHa HUjEe er3akTHa. [IpoBjepumo ga 1M OHa uMa
uHTerpanuonu (akrop oomuka A = A(x). YepimraBamem y (5.21) nooujamo
1dA 4y 2
——=—"—=—> 1=C(Cx? CE€ER
Adx 2xy x

JIOBOJEHO j€ Y3€TH jemHO NapTUKYJapHO pjememe, HOp. A(x) = x%. MHOXEHEM Jare jeJHAuYUHE
WHTErPAMOHNM (aKTOPOM JT00H]aMO €r3aKkTHY jeTHAYNHY
(4x3 + 3x%y?)dx + 2x3ydy = 0.
Omure pjenieme jequaunne je x* + x3y2 =C. ¢
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5.2.8. JIluHeapHe audepeHHja/IHEe jeJHAYNHE

JenHauunHa 00JMIKa

y' +p)y =qx) (5.23)

raje cy p(x) u q(x) nare pyHkuuje, Ha3uBa ce JUHeapHAa qudepeHIHjaHA jeJHAYNHA.

Youumo nma ce 3a p(x) =0 jeauauuna (5.23) Tpanchopmuiine y HENOTIyHY audepeHIHjaIHy
jenHaumHy, 10K 3a q(x) = 0 jegHayMHa Mpeta3y y OOIHK jeJHaYNHE Ca Pa3IBOjeHUM IIPOM]jEHbUBUM.

Axo je q(x) = 0 xaxxemo 1a je jenHaunna (5.23) xomorena. Y CynpoTHOM, K&KEMO Ja je jeJHauYnHa
HEeXOMOreHa.

3a onpehuBame onmTer pjeniema jeqaaunne (5.23) npBo oapelyjeMo pjerienhe XOMOreHe jeJHaUYnHe

y' +px)y =0. (5.24)

Jennauuna (5.24) je jenHauMHa ca pa3BOJEHUM MIPOM]EHIbUBUM

dy

— =-pX)dx, y #0

y
TJ.

In|y| = —fp(x)dx + In|C|, C # 0.

Opnasne je

y=Ce Jr@dx ¢+
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[Tommto je u y = 0 pjemieme jequaunne (5.24), BEHO OIIITE PjeICHE 3aIUCYjEMO Y O0JIHKY
y = Ce~Iradx e R, (5.25)

dopmyna (5.25) cagpxu cBa pjenicma jeaqHaunne (5.24) Tako 1a OHa HEeMa CHHTYJIAPHHUX pjelicba.

Omire pjememne jeanaunne (5.23) onpehyjemo Jlarpan:koBoM MeTOA0M HJIH METOOM BapHjanmje
napamMetpa. [I[pumjeHOM OBE METO/IE OIIITE PjeHICHEe HEXOMOT'CHE jeHAYMHE TPAKUMO Y 00JIUKY

y = C(x)e_fp(x)dx (526)

raje je C(x) nenpekuano qudepeniujaduida Gpyuakunja. JudepennnupameM y (5.26) u yBpiiTaBameM
y jennauuny (5.23) nobujamo

C'(x)e~IP@Ix — C(x)p(x)e™ PO 4 p(x)C(x)e ™/ PEI* = g(x)
na je

C'(x) = q(x)el PMxX = C(x) = jq(x)efp(x)dxdx +C.
YBpmraBameM y (5.26) mobujamo onmiTe pjemere JuHeapHe jenHaduHe (5.23)

y = e—fp(x)dx (C 4 j q(x)efp(x)dxdx), C e R. (527)

OmnmTe pjeniemne THHeapHe jeTHAYNHE MOYKEMO OJIpEIUTH KoprucTehu 1 HeKe IpyTe METO/IE, Kao IITO Cy HIIP.
OjnepoB METO MHTErpaMoHor (haKTopa WiK bepHyHjeB MeTo CMjeHe. °

Mpumjep 5.25. Pujemnutu Komujes 3agarak  y'sinx — ycosx =1, y (g) = 0.

> Bugjeru [Ipumjenoy 2.2 y bussana Bojsoauh u Bnagumup Bragnunh, Mamemamuxa |
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Pjewere: Imamo

1

' —yctgx = —.
Y yetgx sinx

N3 dhopmyne (5.27) nobrjamMo OMIITE pjelieHhe

cosx 1 cosx . 1 .
y = efmdx (C + : e_fSinxdxdx) — elnlsznxl (C + : e—lnlsmxldx> —
SInx Sinx

1
sinx (C +.[ — dx) = sinx(C — ctgx) = Csinx — cosx, C € R.
sin?x

elnlsinxl = Sinx W e—lnlsinxl — ;’

sinx
3aHeMapyjyhu mpu TOM 3HAK ancoiayTHe BpujeaHocTH. OBakaB MOCTYyMNAaK je KOPEKTaH jep Cy Y pjeliemhy 110
KOJer ce J0JIa3u OBUM TMOCTYIIKOM Cajp)KaHa CBa pjellema jeAHadHe. 3aucTa, 3a sinx < 0 Ou Omio
elnlsinxl —

Younmo a cMO IPUJIMKOM pjelllaBama jeqHaYrHEe MUCAIH N1 €

—In|sinx| — _ ma OMcMO UMaJIn

—sinxue .
sSinx

. 1 .
y = —sinx <C - jsinzx dx) = —sinx(C + ctgx), C € R.

[Tomto je C mpowW3BOJbHA peaiHa KOHCTAHTA, CTaB/bajyhu y ropmy jeaHaKoCT KOHCTaHTy (- C) ymjecto
koHCcTaHTe C m00MjaMo
y = —sinx(—C + ctgx) = sinx(C — ctgx)
Tj. UCTH OOJMK pjemierma jemHaunne. OapeauMo joln MapTUKYJIApHO pjeliemke KOje 3aJ0BOJbaBa JATH
MOYETHU YCJIOB. YBpIITaBamhEM IMOYETHHX YCJIOBAa y OMINTE pjenieme aodujamo C = 0, ma je pjeuieme
KommjeBor 3amarka
y = —cosx.
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5.2.9. bepHy/ivjeBa gudepeHuUja/IHA je JHAYUHA

JenHauunHa 00JMIKa
Y +p@)y=qx)y* (@€R, a#0, a+1) (5.28)

raje cy p(x) u q(x) nate GyHKIMje U a peanaH mapamerap, Hasusa ce bepnyaujea® jennaunna.
OBa jegHaurHa ce oAroBapajyhoM cMjeHOM CBOAM Ha JUHEPHY JeIHAUYMHY.

Ouurnenno je jennaunna (5.28) 3a @ = 0 nuHeapHa jeIHaYMHA, TOK 32 ¢ = 1 UMa OOJIUK jeTHAYNHE
ca pa3/IBOjCHHM IPOMjEHJbUBHM. YKOJUKO jeaHaunHy (5.28) moamjenumo ca y¢ nodujamo

!/

y 1
e +p(x) o q(x).

YBOoauUMO cMjeHy
1

ya-1
raje je z = z(x) HoBa Heno3Hata pyukuuja. Tana je
1

y = Z1l—-«,

=Z

[TomrTo je
A-ay" 'y z
yo 0 Ty 1-a
MOYETHA JeIHAaYMHA MPeia3u y 00JIUK

¢ Jakob Bernoulli (1655 - 1705.), mBajiapcku MaTeMaTu4ap
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ZI

=g TPz = q(),

OJIHOCHO y OOJIMK JIMHEeapHe Au(epeHIIrjaliHe jeTHaYHE
Z’+ (A -a)px)z= (1 —a)q(x).
N3 (5.27) nobujamo omiite pjeniemne 0Be JeTHaYnHE

7z = e~(1-0) [p(x)dx (C +(1-a) j q(x)e(l—a)fp(x)dxdx),

na je omiire pjenewne bepuynujese jeqnaunne (5.28) naro ca
1

y = (e—(l—a)fp(x)dx (C +(1-a) j q(x)e(l—a)fp(x)dxdx))l_a

Axo je a > 0 ¢pynkumuja y = 0 je pjemiemse jennaunne (5.28), u To 3a a > 1 mapTUKyJIaApHO pjelICHE
(mo6mja ce 3 ommrer 3a C = o) n3a 0 < a < 1 cuHrynapHo (HE MOXKE C€ IOOMTH U3 OIIITET HU 32
jenHy BpujeaHocT napametpa C).

Ipumjep 5.26. Hahu oniure pjememne jeqHauynHe
y 2

= =xyl
y'+=xy

Pjeweme: Jlata jennaunHa je bepHynujeBa jeqHaunna 3a @ = 2. HakoH Jujessema ca y2 106ujamo
1
y—z +— =X
yeo o xy
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YBOoauMO cMmjeHy

1 y' ,

—=z>-5=z

y y

~ JloGujamo
z

z'——=—x
X
na je

dx dx
z=elx (C —jxe_Ide) = x(C — x).

« OmaBae 1odujaMo OMIITE PjeHICHE JeTHATNHE
1
x(C —x)
Youumo 1a je y oBoMm cityuajy y = 0 mapTUKyJapHO PjelICHE

jennauune (@ = 2 > 1) xoje ce mo6uja u3 ommrer 3a C = oo,
Cmuka 5.13. ¢

y:

Ciauka 5.13

IMpumjep 5.27. Hahu omre pjemnieme jeqHavynne

xy' —2x%[y = 4y.

Pjewerve: Jlata jeqnaunna je o0auka
y
"—4==2x,ly, y=0,
y x XYy Y

1j. BepHynujeBa jennaunna 3a @ = 1/2. Hakon qujesbemba ca ﬁ nobujamo
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' Ay
Y_ ﬂ=2x, y > 0.

\/y X

YBOoaUMO cMjeHy

!

y :
Jy=z= =z
2y
VYBpuITaBambeM y jeqHauyuHy A00HUjamMo JIMHEapHY
JeIHAUYUHY

y = 2*(C +In|z|)’

. Z
zZ —2—-=Xx

N o AN
4Hje je OMILUTE PjeUICHE \‘\\)}\\

dx dx
z=e*% (C +fxe_2f7dx> = x2(C + In|x]).

Camka 5.14
Jlobujamo

\/; = x2(C + In|x|]) > y = x*(C + In|x|)?, C € R

[Tomro je « = 1/2 3nHamo na je y = 0 pjerieme jeanaunne (IITO ce JaKo J00Hje YBPIITABAKEM Y TOUETHY
JeIHAUYMHY) U TO CUHTYJIapHO pjeiiewme, Cnuka 5.14. ¢

5.2.12. lIpu6n>KHO pjemiaBame KomujeBor 3ajaTka

VYkonuko KommjeB 3agarak HUje Moryhe pujeliuT WIK C€ HErOBO pjelllaBamke CyBUIIE KOMILUIUKY]E,
KOPHUCTE C€ METOJE 3a MpUOIMKHO pjemaBame. [loMohy oBux Merona nona3uMo A0 HNpUOIUKHOT
pjelliema K0je Yy HEKOM CMHCITY allpoKcuMupa pjeliemne KomrjeBor 3agaTka.
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[TocToju Bule MeTOAa 3a MPUOINKHO pjeniaBamke Kommjepux 3aaaTka, a opaje HaBoauMmo Ilukapos
UTEPANMOHU METOI.

ITocmatpajmo KommjeB 3agaTax

v =fy), y&o) =y  (x0,¥0) €D (5.31)

MpU YeMy MPEeTIOoCTaB/baMo Ja je PpyHkiuja f HenpekuaHa Ha D u ga Ha D 3ag0BosbaBa JIMOIIKUIIOB
yCJIOB TIO TIPOMjEHJbUBO] Y ca KOHCTAaHTOM L. Ha moueTky oBOT morjiaBiba CMO MPETHOCTABUIIM 1A j€
D oTBOpeH CKYII, I1a IIOCTOjU MPpaBOyraoHuK caapxaH y D Tako ma je (xg,Yo) BEroBa yHyTpalllba
Tayka. Taga MoxkemMo oApenuTu Opoj @ Tako aa je pjeniewme nmocmarpanor KommjeBor 3amarka
neduarcano 6ap Ha UHTEpBaly |x — x| < .’

Nurerpanjom y (5.31) mo mpBOj MNpOMjEHJBUBO] T00MjaMO HMHTErpaJiHy jeAHAYMHY Koja je
eKBHBaJICHTHA rnocMmaTpanoM KormjeBom 3a1atky

y(x) =y, + | f(ty())dt. (5.32)

[lukapoB uTEpallMOHM METOJl MoJApa3zyMHujeBa ojpehuBame NPUOIKHOT pjeliekha WHTETrpaiHe
jenHaunHe (5.32) momohy T3B. MeToAa Y3acTONMHHX anpokcumanuja. OBoM METOJIOM ce€
KOHCTpPYHIIIE HU3 (PYyHKIM]ja KOj€ KOHBEPrUpajy Ka pjeliewhy UHTerpaine jennaunne (5.32).

3a IpBH €JIEMEHT HH3a WK MMOYETHY alpOKCUMAIIM]y Ce y3uMa Mpou3BoJbHA QyHKIHja Yo (Xx) Koja
je HempekumHa Ha [ =[xy —a,xo+a] u 3a xojy je yo(x9) =y,. Hajuemhe 3a mouerny
aMpPOKCUMAIIH]y y3UMaMO KOHCTAaHTHY QYHKIH]Y Vo (x) = yo.

" Bugjeru [pumjendy 5.2
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[Tomohy me oapelhyjeMo Ipyru eIeMEHT WK APYry anpoKcuMarujy y; (x):
X
y1(x) =y + f f (&, y,) dt.
X0
3atuMm oapelyjemo cibeachy anpokcumanujy y, (x):

Vo (x) = yo + j f(t, yl(t)) dt.

HacraBibajyhu oBaj mocTyIak, KOHCTPYUIIIEMO HU3 YUjU N —TH CIEMECHT WK N —Ty alpOKCHMAIIH]y
oapehyjeMo U3 mpeTXoaHOT elleMeHTa MTOMONY jeTHAKOCTH

Yu(x) = yo + J f(t, yu 1 (1)) dt.

Ha oBaj HaunH noOujamo HU3 (PyHKIIH]a (yn (x)) KOj€ Cy HempeKuaHe Ha | U 3aJ10BOJbaBajy YCIIOB
Yn(X0) = ¥o. OBaj HU3 (yHKIM]a KOHBEprupa Ka QyHKIUju Y (X) Koja je jeHHO pjellIehe jeJHAunHE
(5.32)Ha l.

3a oLjeHy IpelIKe, Tj. OACTyNama N-Te anpoKcuMaluje o pjemema KommjeBor 3aaaTka, ce qoduja

n  n+1
[y () = y(0)| < Keoror *€!
raje je K 6poj3akoju je |f(x,y)| < K Ha mocmarpaHoM mpaBoyraonuky. Ilomiro je
L"a"+1
Ai—rgoK(n + 1)! =0,

HaKOH JOBOJRHOT Opoja Kopaka MOKEMO JOOUTH MPUOIUKHO PjelIeHe ca MTPOU3BOJLHOM TauHOIINY.
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IIpumjep 5.31. [Tomohy [Mukapose meTone oapenutu Tpehy anpokcumarinjy pjemema KommjeBor 3agaTka
y'=x*+y% y(0)=0
Ha npaBoyraoHuky R: |x| < 2, |y| < 2 u ouMjeHUTH IpeIKy.
Pjewerve: Y oBoM ciyuajy je Ha R |f(x,y)| = x? + y?> < 8,1j. K = 8.3a (x,y,), (x,vy,) € R umamo
lf G,y — fOoy)l = |yr = yallys + v2| < 4lyy — 5l
na je L =4. Jlobujamo a = min {a, %} = min {2,%} = i na mocMaTpaMmo HU3 UTepallrja Ha CETMEHTY
[— i,ﬂ. HMmamo

Yo(x) =0

(0 = o + j (62 + (o (D)) dlt = j de =",
0 0

x , , X , t6 x3 x7
t t dt = t — |dt = —+—,
@+ onoa= [ (45 )ar =T

t? + — — | dt
( HCRETC 632>

y2(x) =y, +J

0

@ =y0+ [ (24 0:0)) = [

0 0

ma 100ujamMo
3 47 2,11 15

X
Y =33 11 189 T 15 632

1 4
43(1) 1 . [ 11
@ 120 " 4’4

3a oIjeHy rpemke uMaMo

ly3(x) = y(0)| <8
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5.2.13. JegHauyuHe KOje HUCY pMjelieHe Y OAHOCY Ha U3BOJ,

Hudepennujanne jeqnaunne npsor peaa F(x,y,y') = 0, y kojuma Huje moryhe Ha jeIMHCTBCH HAYUH
U3pasuTH y' MOMONY X M Y, HAa3MBAjy C€ jeIHAYHHE IPBOTr PeIa HEPjCIIMBE 110 MPBOM HU3BOIY HIIH
jenHaynHe HUCY pHjelIeHe Y OJHOCY Ha u3BojA. OBakBe jeHaunMHE HUje Moryhe TpaHcopMucatu y
CKBUBAJICHTHY j€JITHAYMHY HOPMAJIHOT OOJIMKA IITO 3HaYaJHO yCJIOXKHaBa IbUXOBO pjelllaBambe.

Hudepeniyjaine jenHaunHE U3 OBE KJace jeHaYMHA CE IO MpaBUJy pjellaBajy ojaroapajyhom
cMjeHOM miH napamerpusanujom. Hajuenihe yBoaumo nmapamerap p momohy y' = p.

¢ JlarpaH:KoBa jeJHaYMHA

Hudepenuujaina jeqHaunHa 00IMKa

y=xg')+fQ") (5.33)

raje cy f u g nare nudepennujadbunne pyuakuuje u g(u) # u, Ha3uBa ce Jlarpan:koBa jeTHaYUHA.

3a pjelaBame OBE jeIHAYMHE YBOJAUMO CMjeHy ' = p. YBpmTaBameM y (5.33) nooujamo

y =xg() + f(p).
OpnaBne nudepeHupameM Mo x 1001jaMo

| p=gp)+xg'(Pp +fPp
TJ.

d
p—g®) =(xg'®) +f'®)) é.
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VY3umajyhu na je x = x(p) Hemo3nara QyHKIH]a 100H]jaMO

dx

(v - g(p))ﬁ =xg'() + f'(p)
TJ. JMHEAPHY J€THAUYUHY
, 9 ® f'(p)
Xp ——F <X =——"-—,

r—9) p—-9p)

PjemraBameM OBe jemHaunmHe moOujamo ommire pjemiee X = X(p,C), OAHOCHO OIIITE PjeIIChe
JlarpaH>koBe jeIHaUYMHE Y TTapaMeTapCKOM OOJIMKY

x=xp,C), y=x( g+ f®).
Axkoje p — g(p) = 0 3a HEKY BPHjEAHOCT P = Py, Taaa je u QyHKIHja

y = xg(po) + f(po)
pjeiiemne JlarpaH:xoBe jeJlHaurMHEe KOj€ MOKE OUTH M CUHTYJIapHO.

p—g({) # 0.

Ipumjep 5.33. Pujemuru jennaunny
y=2xy'—Iny’, y' >0.

Pjewere: YBpiiTaBameM y' = p y jeIHaunHy 100HjaMO
y =2xp—Inp, p>0.

HudepenuupameM 1o x 100ujamo

p = 2p+2xp’—p—,
p
TJ.
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T+ x_ 1 >0
x'+—=—, p
p p?
YHje je OMILTE PjelIeHhe
(0, 0) 1 N C
x(p,C) =—+—
p p?
OpnaBne moOujaMo OMINTE pjelIeHEe JaTe jeAHAYNHE Y TapaMeTapcKoM OOJIUKY
. + ¢ 2 —Inp + - >0
X=—+—, y=2—-Inp+—, p :
p p? p

JenHaunHa HEeMa CUHTYJIapHUX pjeriemha. ¢
** KinepooBa jegHaunHa
Hudepennujanna jeqnaunHa o0JMKa
y=xy'+f() (5.34)
raje je f nata qudepeniyjadbmiHa ¢GyHkIMja, HazuBa ce KiiepooBa jenHaunna.

YouaBamo na ce Knepoosa jeqnaunna qo0uja u3 JlarpamkoBe jeqHaurHe 3a cay4aj kaga je g(u) = u.

KiiepooBy jenHaunHy pjemiaBaMo Ha UCTH HAYMH Kao W JlarpaH»xoBy, Tj. yBohemeM mapamerpa
y' =p.
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3

y=xp+f(p)
nudepeHInpameM 1o X 100HujamMo

p=p+xp +f(p

TJ.
dp
+ f' —=0.
(x+ 1) =
Axo je
dp
=0
dx
Taza je p = C na je omnmte pjeuiewmhe Kiepoose jenHaunne pamuivja mpaBux
y =xC + f(C).
AKo je
x+f'(p)=0

Tajia T00MjaMo pjelIeHhe MPECTaB/bEHO Y MapaMeTapCKoOM OOJIUKY

x=—f'(p), y=-pof' )+

Koje je Hajuemihe CuUHTyJIapHO. Y caydajy Kajga je dyHKnuja f JBa IMyTa HENPEKUIHO
mudepenijadunna u f(p) # p, 0BO pjellIehe IpeacTaB/ba 00BOJHHIY (aMHIINje IPaBUX M3 OIIITEr
pjemema (YKOIUKO (paMuIInja IIpaBuX UMa 00BOjHHILY).

8 O6BojHMIA (paMuITHje KPUBHX j€ KPHBA KOja y CBAKO] CBOjOj TAUKHM JOAUPYj€ M0 jeHy KPUBY W3 (paMUIIMje KPUBUX U MIPH TOM Y Pa3IM4UTHM TauKama JT0AUpYje
pas3numnTe KpUBE.
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Tako ump. jeqnaunna u3 [Ipumjepa 5.7 je Knepoosa jegHaunna jep je

y=xy -y
CmjenoM y' = p mobujamo
y =xp —p*.
Hudepennupamem 1o x 1001jamo
p=p+xp —2pp’
TJ.
dp
—2p)—=0.
(x —2p)

dp . . . . .
3a = 0 nobujamo p = C, na je onmITe pjelieme jegHaunHe haMuiinja mpaBux

y = Cx — C2.
Axo je x + 2p = 0 Tana je
x=2p, y=p’
pjeleme jeqnaurnne. EnuMuHanujom napaMmerpa p 100MjaMo CUHTYJIapHO PJeIIEHE Y €KCIUTUIUTHOM
00IuKy

x2

y=z-

OBa napa6oJ1a nmpeacTaBiba 00BOJHUITY (paMUITHje TIPaBUX U3 OMINTET pjermema, Cauka 5.3.

IIpumjep 5.34. Pujemntu jennauvny
y=xy +J1+y"
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Pjewerve: CmjeroM y' = p nobujamo

HudepenuupameM 1o x 1o0ujamo

p=p+txp +——=
Vv 1+ p?

dp

y =xp++1+p2

!

d
il =>O=<x+—p )_p

J1+p2/dx

3a ol 0 nobujamo p = C, na je omiITe pjeniemke jegHaunHe paMuiinja mpaBux

=1, y>0

Ciauka 5.15

/a

y=Cx++1+C>

AKo je
x+L=O
1+ p?
Taja je
p 1

T Ui

EnumunaiujoM napamerpa p 100UjaMo CUHTYJIAPHO PjelICHE
Yy UMIUTUIATHOM OOJIUKY

x2+y2=1, y>0.

OBa TONYKpYyXHHUIIA TIPEACTaB/ba OOBOJHUIY haMuirje
npaBUX U3 OMIITET pjemiema, Couka 5.15 ¢
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5.2.14. U30oroHasiHe TpajeKTopuje

VY mpakcu ce 4ecTo jaBjba mpoOiieM oapehuBama KpHUBE KOja MMa OCOOMHY Jia MOJ MCTHUM YIJIOM
npecujena cBaky KpuBy u3 nare damminje kpuBux. KpuBe ca HaBeeHOM OCOOMHOM CE€ Ha3UBajy
H30roHaJIHe TpajekTopuje nate Gamunuje kpuBux. [IpucjeTumo ce aa je yrao noj KOjuM ce CHjeKy
JIBUj€ KPUBE 3aMpaBO yrao KOju 3aKjarnajy TAHr€HTE OBUX KPUBUX Y BbUXOBO] MPECj€UHO] TAUKH.

VYkonuko je nata pamuirja KpUBUX Koja je OMINTE pjeiienhe udepeHinjante jeTHa nHe

"y —
F(x,y,y") =0,
JIAaKO C€ MOJKE TMOKa3aTu Ja je Taja audepeHiyjaina jeJHauruHa Ynje je OMIITe pjeliemhe haMuiirja
. . . . . VA
M30TOHATHUX TPAJEKTOpHja KOje CHJeKy aTy (haMIInjy MOJ YIIIOM &, & # > oOnuKa

F (x, ’, M) — 0. (5.35)
1+y'tga

IMpumjep 5.35. Onpenutu haMuinjy H30rOHATHUX TPAjEKTOPHja KOje o yriioM & = 1T /4 cujeKy pamMuiiujy
npaBux y = Cx.

Pjewerme: [lndepernuparmemM jenHakocti y = Cx mo x nooujamo y' = C. Enumunanujom napamerpa C u3
OBUX J€IHAKOCTH J00HjaMo AudepeHIjaHy jeAHaunHy JaTe haMuiinje mpaBux

_Y
y ==
[TomTo TpaxkuMo (haMHIIN]y W30TOHATHUX TPajeKTOpHja KOje MO YIiIoM & = 1T/4 cHjeKy OBy (paMHIIHjy
kpuBux, u3 (5.35) mobwjamo na je aumdepeHIMjaTHA jeAHAYMHA YHj€ j€ OMIITE pjenieme daMuiimja
M30TrOHAIIHUX TPajeKTOpHja 00JIMKa
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. y,_lzz
, 1+y  x

Huje Temko younuTu J1a je nocbemha JeIHaYMHa 3alpaB0 XOMOIeHa
‘ ,“ jeaHaunHa
’ : x+y
1 I __
\‘\v’/ ; s y X — y.

Yuje je OMIlTe pjeniemne paMuiivja U30rOHAJTHUX TPajeKTOpH]a

Yy
e’y = C(x2 +y?), x#0, C>0,
Cnnxka 5.16. ¢

Ciauka 5.16

Kapa je yrao nmog xojum ¢amuiinja M30rOHAIHUX TPAJEKTOPHU]a CHjede AaTy paMUIInjy KPUBHUX JeIHAK
m/2, Tama oBy (aMWIHMjy H30TOHAJHUX TpajeKTopHja Ha3uBaMo (aMuidja OPTOTOHAJIHHUX
TpajekTopuja.

Heka je mata pamunuja kpuBux F(x,y,C) = 0 xoja mnpeacTaBba GaMUIN]y UHTETPATHUX KPUBUX
nudepeHInjaIHe jeTHAaUNHE
y'=fxy).
[IpumujetumMo Aa  je  KOEPUUMjEHT TMpaBla TaHIEHTe Ha KpuUBYy U3  (Qamuinje
F(x,y,C) = 0 koja npomas3u kpo3 Tauky (X, yo) Te KpuBe jennak y' (xqo) = f(xg, Yo)-
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KoeduumjeHt mpasiia TaHreHTe OPTOTOHAIHE TpajeKTopHje y Tauku (Xg, Vo), 300I OpTOrOHATHOCTH

TAHT'€HTH, j€ jeAHAK (— ) Wmajyhu y Buay ga je tauka (Xg, Yo) IPOU3BOJbHA, 3aKJbYUYyjEMO

f(x0,¥0)
na (paMmuiIMja OPTOroHAIHUX TPajeKTOpH]ja MpeAcTaB/ba (DaMUIIN]y UHTETPAIHUX KPUBUX JeTHAUYNHE
1
y = — . (5.36)
fx,y)

OproroHaJiHe TpajeKTOPH]je Cy OIIITE pjelieke Audepenijaine jeqaaanne (5.36).

Ipumjep 5.36. OnpeanTn oprorananHe Tpajekropuje Gpammmje napadona y = Cx2.

Pjewere: Onpehyjemo nudepeHnujanny jefHauuHy nare ¢pamuianje kpusux. ludepeHmupameM 1001jaMo
y' = 2Cx u enumuHanujom napamerpa C u3 cucreMa jeqnaunna y = Cx? A y' = 2Cx nobujamo

) _2Y

Y X

VYBputaBajyhu y ropmy jegHauuHy (— %) ymjecto y' mobdujamo

JelHaYuHy OPTOTOHAIHUX TPajEeKTOpHja

e * 0
y_ Zy;y )

YHje je OMIITE PjerIcHhe
2

X
y2+7=6, C > 0.

OpTtoronanHe TpajekTopuje Ha (QamMuianjy mnapadoyia Cy eJuICe,
Cnuxka 5.17. ¢

Ciauka 5.17.

56



5.3./IMHEAPHA JEAHAYHUHA n —tor PEJIA

JIndepenuujaina jeTHAYMHA N —TOT peAa y HOpMaJHOM OOJIMKY j€ jeTHaYrHa

y™ = f(x,y,y,y", .., y® D) (5.37)

raje je f: X = R, X ¢ R™! nosnara gpyukiuja.
OcHoBHa nofjena qudepeHujaTHuX jeJHaYMHa N —TOT pefia j€ Ha JIMHEapHe U HeJIMHEapHe.

JluneapHa nudepeHunjajiHa jeTHAYNHA N —TOT pela je jeJHaYnHa 00IuKa
Y™+ p1 )y + 4 png 0y + Py =1(x) )

rajecy p;, L = 1,2,..n u r nare ¢pyHkiuje nepuHrcane Ha uHTEpBany .
JemHaumHa n —TOT peja Koja ce He MOXKe 3amucaTi y o0nuky (5.38) je HeTMHeapHa jeTHAYNHA.

OnmiTe pjemiewe jeJHaYUMHE N —TOT pela MpeJCcTaB/ba (PaMWIUjy pjeliema Koja 3aBUce 01 N
napamerapa C;, C,, ..., C,, ¥ 1euHuIlIe ce aHATIOTHO OIIITEM pjeliehY TUPEepeHlInjaTHe jeJHAUYNHE
npBor pena. Pjemewme nudepeHnyjaiHe jeHaunHE Koje ce Ao0Hja M3 OMIUTEr pjelicHmha 3a HEKE
BpujenHoctu napamerapa Cy, Cy, ..., C,, ce Ha3MBa MAPTUKYJIAPHO pjelIierhe.

HajjeqnoctaBHuju 001Uk TuHEeapHe nudepeHiirjagHe JeIHaUuHE 1 —TOT PeJia je jeJHaYrnHa Yy KOjOj j€
Pn(X) =pp_1(x) = =p_kr(x) =0, 0 <k <n—1.0BakBe jeqHaUYNHE CE€ HA3MBA]y HEMOTIIYHE
auHeapHe qudepennujanne jennaunne. Crasmwajyhn y**Y = z, raje je z = z(x) Hoa Hemo3HaTa
(GyHKIIMja, pe OBe jeJHaunHe ce CHMKaBa 3a k + 1, 1j. modujamo jeaHaunny (n — k — 1) —Ttor pena.
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Ipumjep 5.37. Hahu onmre pjerieme jenHaunHe

2y’
"=,
Y X

Pjewerve: Ilocmarpana jeiHauMHa j€ HEMOTIYHA jeJHAYMHA JIPYTOr pejia KOjJy pjeraBamMo nomohy cMjeHe
y' =z, z = z(x).

Tana je y"' = z', na nobujamo jeqHAYMHY MPBOT pejia ca Pa3IBOjCHUM MPOMjCHIbUBUM

2z
zZ+—=0
X
HNmamo
dz 2
—=——dx, z#0
z
OJTHOCHO
In|z| = —2In|x| + In|Cy|, C; # 0.
OpnaBne je
Cy
zZ = F, C1 * 0

a mokasyje ce 1a je u pynkuuja z = 0 koja ce noduje 3a C; = 0 takohe pjememe jenHaunne. Jlakne

,_ G
y:_ C]_ER

x2’

0JlaKJie UHTETpalrjoM J00HUjaMo OMIITE PJelICHE JeTHAUYNHE

Cy
y=_;+C2, Cl,CzeR. <>
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Kon nudepennujanaux jegHaurHa mpBor pena cMo nocmartpanu Kormjes 3aaTak Koju nMpeacTaBiba
oapehrBame OHOT pjelieha jeTHaYMHE KOj€ 3a10BOJhbaBa JJaTH ITOYETHU yCiIoB. Kormmmjer 3agaTak Koju
reHepuine nudepeHIjaata jeqHauyuHa N —TOT peJla 3axTHjeBa CJIOXKEHHU]€ MOYETHE YCIIOBE.

KommujeB 3agarak 3a qudepeHiyjanny jeanauuny (5.37) rioacu:

3a oamy mauky (xo, Yor Vo » ve yén_l)) € X ¢ R™1 oopeoumu pjewere jeonauune

y™ = f(xy.5.y", .y V)
OepuHuUCano Y HeKO] OKOIUHU mauKe X, Koje 3a0080./6a8d NOYemHe YCloge
y(xo) =yo, ¥ (x0) = ¥o', o, YD (xg) = 3" V. (5:39)

Pjemiemse KomujeBor 3agaTtka mocroju ako MmocTOju MHTEpBaT | KOJU CaApKU TayKy X, M aKO
noctoju (QyHkKiMja nepuHHCAaHA HAa TOM HHTEpBaly Koja je pjememe jeaHauune (5.37) u koja
3a/10B0JbaBa moveTHe ycioge (5.39).

KomujeB 3a1aTak Ma jeIMHCTBEHO pjeliere ako MOCTOJU OKOJIMHA TAUYKe X Y KOJO] CE€ MOKJIaIajy
cBa pjeliema jenHaunHe (5.37) koja 3a710BOJbaBajy moyeTHe yciose (5.39).

Ipumjep 5.38. Ogpeautu oHo pjeniewe qudepeniujanue jennaurae u3 [Ipumjepa 5.37 koje 3a10BoJbaBa
nouerne ycinose y(1) =0, y'(1) = 1.

Pjewerve: Y Tlpumjepy 5.37 oapenusii cMO OIIIITE PjeIICHE jeAHAYNHE
¢y
y=_¥+62, Cl,CzeR.
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VYBpiiTaBaMo MOYETHE YCJIOBE Y OIIIITE PjelICHE U J0OUjaMo

y ,

C
y=—;1+c2 Ay(1)=0=0=—C,+C,,

G

OnaBne nobujamo na je C; =C, =1 ma je pjeueme

KommujeBor 3agaTka pyHkuja

— 141
y=-—+1

I'eomeTpujcku, pjememe nocmarpanor KomujeBor
3aj1aTKa MpeJCcTaB/ba WHTErPaHy KpUBY KoOja MpoJiasu
kpo3 Tauky (1,0)m uYuja TaHreHTa y TOj Tadykh ca

. s
MO3UTHBHIM JIH]EIOM X —O0C€ 3aKyiana yrao o Ciuka
5.18. ¢

4
,
s
s
s
’
’
’
’
s
s
,
s
s
’
s
’
s
s
s

Ciauka 5.18.

V¥ nacraBky nocmatpamo KommujeB 3agaTtak 3a quHeapHy jeqnaduny (5.38) koju riacu:

3a oamy mauxy (xo,yo,y(’) ) e ygn_l)) €I X R™ oodpeoumu pjewerne oughepenyujanne jeonaqune

(5.38) oeqhunucaro y Hekoj okonuHu mauxke Xy Koje 3a0080.basa nowemue yciose (3.39).

Kao u xox jemHadunHa mpBOr peAa, MOceOHO Cy 3Ha4YajHU YCIOBU MoJ Kojuma pjeniewe KomumjeBor
3amartka (5.38)-(5.39) mocToju, Kao u yciioBU KOju 00e30jelyjy jeAMHCTBEHOCT TOT pjelcHha.
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ITokasyje ce na je Hempekuanoct pyukuuja p;(x),i = 1,..n u r(x) Ha uaTEpBany | JOBOJHAH YCIIOB 3a
MOCTOjame U JeIMHCTBEHOCT pjeniemka KommmjeBor 3amaTka Ha ToM nHTEpBany. Bpujenu cibeneha Teopema.

Teopema 5.5. Heka cy ¢pynkyuje p;(x),i = 1,2, ..nur(x) y (5.38) nenpexuone na unmepsany I u
HeKa je oama mavka (xo,yo,y(', ) ...,yén_l)) € I X R™. Taoa Kowujes zaoamax (5.38)-(5.39) uma

jeouncmeeno pjewerve oepunucano Ha unmepeany I.

Axo je y (5.38) r(x) = 0, 1oOujaMO XOMOIeHY JIMHEAPHY jeTHAYMHY N —TOr pe/a

y® +p1 )y + e+ P ()Y + Pa(x)y =0, (5.40)
Axo je r(x) # 0, kaxxemo 1a je jennaunHa (5.38) HexoMoOreHa JJMHeAPHA jelHAYMHA N1 —TOT pe/a.

Jlako ce Bumm nma je ¢yHkmuja y(x) = 0 pjememe XOMOTEHE jeHaUYMHE, T¢ Ja HHUjE PjCIICHE
HexoMoreHe jenHaunHe. OBO pjeliehe XOMOT€HE JeTHAYNHE CE Ha3MBa TPUBHUjAJIHO pjelIeHe.

Cmeneha nema ycrnocraBiba Be3y U3Mel)y pjelemha XOMOT€HE U HEXOMOT€HE JIMHEapHE JeTHAYNHE.

Jlema 5.4. 1) Axo cy y;(x) u y,(x) pjewera nexomoeene jeonauune (5.38) oegpunucana na
uumepsany I, maoa je pynxyuja y,(x) — y,(x) pjewerse xomoeene jeonauune (5.40) na 1.

2) Axo je y,(x) pjewere nexomozene jeonauune (5.38) na ummepeany I uyp(x) pjewerse
xomozene jeonauune (5.40) na ummepsany I, maoa je ynxyuja y,(x) + yp(x) pjewere
HexomozceHe jeonauure (3.38) na I.

61



JIMHEAPHA JEAHAYNHA n —t1or PEJIA

Hoxka3: 1) Ilomro cy pynkmmje y = y,(x) uy = y,(x) pjemema jeqnaunse (5.38) Ha I, Tagaje3a x € [
¥ +p1 )y, Y 4 4 p (Oyy = (),
Y2 + () y, Y 4 - 4 p (), = (0.
Ony3uMameM ropmbuX JeTHAKOCTH 100HjaMo
01 =¥ +p1 ()G — y2) D+ 4 p () (1 — ¥2) = 0
na je pyuknuja y(x) = y;(x) — y,(x) pjememe xomorene jennaunne (5.40) Ha unTepsany /.
2) U3 npernocraBke na cy  Yp(x) u Y,(x) pjemema xomorene jeanadune (5.40), omHOCHO
HexoMoreHe jeqHaunne (5.38) Hal pecneKkTuBHO, 3a x € [ je
yp(n) + pl(x)yp(n_l) + ot pn(x)y;a = T(X),
Y™ + P10y, 4+ (), = 0.

CabupameM ropmHx JeTHaKOCTH 1001jaMo
Op + Y™ + 1O + )+ + P () + Ya) = 7 (%)
na je dynkumja y(x) = y,(x) + y,(x) pjememe nexomorene jennaunne (5.38) na I. O

5.3.1. XoMmoreHa JiMHeapHa jeJHAa4YWHa N —TOr peJa

VY nactaBky oapehyyjemo omimre pjememe xomoreHne jenHauumne (5.40). IlpermocraBmbamo na cy
dyukmje p;(x),i = 1, ...n HenpekuaHe Ha | mTo Ha ocHOBY Teopeme 5.5 3Hauu na cBaku Kormjes
3agaTak (5.40)-(5.39) uma jeIMHCTBEHO pjellieHkhe Koje je Takohe qepuHrncaHo Ha TOM UHTEpBaIy.

Ha noueTky mokasyjemMo Ja je Npou3BOJbHA JIMHEApHA KOMOWHAIIM]a PjelIeHha XOMOIE€HE JeTHAaYNHE

Takole pjelieme Te jeJHaUrHE.
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Teopema 5.6. Axo cy ¢pyuxyuje y,(x), y,(x), ..., Vn(x) pjewerna jeonauune (5.40) na unmepsany
I, maoa je u ¢pynxkyuja

y(x) = Ciy1(x) + Coy2(x) + -+ + Gy (x)

edje cy Cy, ..., C,, npoussowHe peante koncmanme, maxohe pjeuterve me jeonauune Ha 1.

Hoxas: Tlomrro cy dyakmmje y;(x), ..., v, (x) pjemema jennaunne (5.40) ua I, 3a x € I Bpujeau
7™ +p )y Y+ (DY =0, k=1..n
Hase, 3a pynkumjy y(x) = C1y;(x) + Coy,(x) + -+ + €y, (x) Bpujenm
(Ciyr + Coyz + -+ Cay) ™ + 1 (D (Ciyr + Coyz + o+ Cuy) 70 + - +
+Pn (YR (Cryr + Coyo + -+ Cryn) =
C (™ + Py PV 4+ () + G (2™ + P17,V 4+ pa(0)ys) -+
Crn(1n™ +p1 ()Y, + -+ pa (D yn) = 0
na je pynknuja y(x) = Cyy,(x) + -+ + C,,y,(x) Takohe pjememe jennaune (5.40) xa .0

YouuMo fa aHaorHo TBphewme He BPUjEId 38 HEXOMOI'€HE JeIHAYMHE.

N3 Teopeme 5.6 3akipydyjeMoO Ja C€ HA OCHOBY T IMO3HATUX pjelliemha XoMorene jeaHauune (5.40)
MOXKEe TOOMTH OECKOHAYHO MHOTO HhEHUX pjemema. IlocraBiba ce mMuTame na i ce momohy n
IPOU3BOJHLHUX pjelieka jeqnaunne (5.40) mory 1oOutu cBa pjeiiema Te jeqnaunne? Ilokazahemo na
j€ OJITOBOp Ha OBO MHUTamE MOTBPAAH caMO y ClIy4ajy Kaja pjeniewma jenHaurne (5.40) 3a10BojbaBajy
oapehene ycnome. Jla O6ucmo nebuHUCAIM TE€ YCIOBE, Ha IOYETKY YBOJAMMO II0jaM JIMHEApHO

He3aBUCHUX (YHKIM]a HE HEKOM UHTEpBaly .
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Kaxemo na cy byskimje y; (x), y,(x), ..., ¥, (x) JnHeapaHo He3aBHCHE Ha | aKo je MCKa3
(Vx €1) ayy1(x) + azy,(x) + - apyn(x) =0 (5.41)

Ta4yaH caMO3a a1 = Ay = - = a, = 0.

Axo ¢yskmmje y;(x),y,(x), ..., ¥, (x) HHCy IuHeapHO He3aBHUCHE Ha [, Tajga Ka)keMO Ja Cy OHE
JUHeapHo 3aBucHe Ha [. J[Ipyrum pujeunma, QyHKIHje Yy (X), Vo (%), ..., ¥, (x) cy 1uHEapHO 3aBHCHE
Ha | aKo IMOCTOje peagHe KOHCTaHTe 4, &y, ..., A, O KOjuX je 6ap jeaHa pasnmuuta o 0, 3a Koje je
tavaH uckas (5.41).

Huje temko nmpumujetutu aa ¢y byukumje y; (x), v, (x), ...., ¥, (x) nuuneapro 3aBucHe Ha [ ako ¥ camo
ako ce Oap jemHa on TuX (yHKIMja MOXE HAa OBOM HMHTEpBAlIy MPEACTABUTH Kao JIMHEapHa
KOMOMHAaIIja IpeocTaanux QyHKIH]a.

YKoJIMKO TTocMaTpamo JBuje GyHKIHje y; (x) 1 y, (x), oHAa TMHEeapHa 3aBUCHOCT OBUX (DyHKIIHM]ja Ha
[ 3Hauu 1a ce jeaHa o ’lUX MOXKE Ha OBOM MHTEPBAIIY U3PA3UTH MIPEKO JIPYTeE, Tj.

(04

_ _B __2
Yi=7,Y2 WA Y, = B}’1

. . x) .
y 3aBUCHOCTU o1 Tora Aa qu je a # 0 uium [ # 0. Y 0oBOM cily4ajy KOJIMYHUK % J€ KOHCTaHTaH
2
. . ) y1(x) .
OHJa KaJa ]J€ I[G(I)I/IHI/IcaH. BpI/IJCI[I/I u O6pHYTO. AKO KOJIMYHHK m HHUJC KOHCTaHTaH (33,
2

BPH]JETHOCTH TPOMjEHJbHBE 3a Koje je nmeduHucan), tama cy dyskmuje y,(x)u y,(x) auHEapHO
HE3aBHUCHE Ha UHTEpBaiy I.
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VY HacTaBKy IOKa3yjeMo Ja ce TOMONy 7 MPOM3BOJHFHUX JTUHEAPHO HE3aBUCHHX pjellicha jeTHAYNHE
(5.40) mory moOuTH cBa pjeliema Te jeHaurnHe.3a MOoYeTak ce MOoKaszyje Ja MOCTOJHu N JIUHEapHO
HE3aBUCHHUX pjeniemna jeaqnaunne (5.40).

Jlema 5.5. Heka cy ¢ynxyuje p;(x),i = 1,2, ...n nenpexuone na unmepeany 1. Taoa nocmoju n
JIUHeapHO He3a8UCHUX pjewersa jeOHauune (3.40) koja cy degpunucana na unmepsany 1.

C 003upoM Ja HaMm je Kb J1a TOKaXeMO J1a ce ToMONy N JIMHEapHO HE3aBUCHUX pjelICHha jeTHAYNHE
(5.40) mory moOuTHu cBa pjeliema Te jeAHaYNHE, MOCTaB/ba C€ MUTAkE Ha KOJU HAYMH CE UCIUTY]E
JUHEapHa HE3aBUCHOCT pjellielma jenHadynHe? Bumjenum cMo ga ce JuHeapHa HE3aBHUCHOCT JIBHjE
GyHKIIH]e MOKE jeTHOCTABHO HCIIMTATH CaMO Ha OCHOBY Je(HHUITU]E THHEapHE HE3aBUCHOCTH, IIITO
HUJ€ clly4aj 3a n PyHKIHUja, n > 2. 3a UCIIUTUBAKE JIMHEAPHE HE3aBUCHOCTHU M PjellieHha XOMOIEHE
JuHeapHe AudepeHIjaHe jeJHaYnHe KOPUCTH ce e(duKacaH aaropuTaM KOju ce 3acHHMBa Ha
nerepmunaTi Bporckor.®

JlerepmuHaHTa
)’1, y2’ J’n’
W) =WYoo yn) = | oo
y, Dy, Dy, (D)
ce Ha3MBa JAeTepMUHAHTa BpoHckor (BpoHCKHjaH) GyHKIU]A Yy, V>, .- -, V-

® J6zef Maria Hoéné-Wroniski (1776 —1853), mosbcku ¢humno3zodh u maremaruyap
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Teopema 5.7. Hexa cy ¢pynxyuje p1, D2, ..., Dn XOMo2eHe nuneaphe jeonauune (3.40) nenpexuone na
unmepsany I. Jla 6u pjewerva yq,Vo, ....,¥Yn jeOHauuue (5.40) o6una nuneapro nezasucHa Ha |
nompe6no je u 0060610 0a je W(x) = W(yy, vV, oo, ¥n) # 0 Ha l.

Ipumjenda 5.4. Tlokasyje ce aa je ycamoB W(x) = W(y1,V2, .., Vn) # 0 Ha [ u3 Teopeme 5.7
ekBHBaJicHTaH ycioBy (Ixy € 1) W(xy) # 0.

VY cibenehoj Teopemu mokasyjemo J1a ce moMohy n JIMHeapHO HEe3aBUCHUX pjeliea jeqnaunne (5.40)
MOTY TOOUTH CBa pjelieHmha T€ jeJHaUYNHE.

Teopema 5.8. Hexa cy ¢ynxyuje p;(x),i = 1,2,..n nenpexuone na umwmepsanry 1 u nexa cy
y1(x), v, (%), ..., Y (x) muneaprno nesasucna pjewerba xomoeene auneapne jeonaqune (5.40) na I.
Taoa je npouszsomno pjewerne jeonauunwe (5.40) na | nunmeapra KomOUHauuja pjeuierba

V1(x), y2(x), ey Y ().

Hedpuuumuja 5.10. Axo cy y,(x), v, (%), ...., v, (x) nuneapno mnezasucna pjeweroa xomoeeme
jeonauune (5.40) na unmepeany I, maoa kasxcemo 0a oHu Yuxe 0a3y uiu YyHOAMeHmaaiHu cucmem
pjeuwerba me jeOnauune Ha I.

Tako ¢yskumje y,(x) =1/x u y,(x) =1 uyuHe GyHAaMEHTAIHH CHUCTEM pjellcba jeAHAYNHE W3
Ipumjepa 5.37 val = (—o0,0) mmm Ha I = (0, +0). OBe dyHKIHMje Cy TUHEAPHO He3aBHCHE HA I jep je

X 1
yl( ) = — #* const.
YZ(X) X
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N3 Teopeme 5.8 nobujamo aa je ommre pjemieme jeaHadnHe (5.40) Ha uHTepBaNy | JHMHEapHa
KoMOMHanMja (QyHKIMja Koje uMHEe (PyHAaAMEHTAIHU CHUCTEeM pjemiema. Jlakie, ako ¢yHKIUje
y1(x), y2(x), ..., ¥, (x) unHe hyHIAMEHTAIHHA CUCTEM pjemictba jeanaunte (5.40) Ha I, Taaa je omiire
pjeneme Te jenHaunne Ha [ pyHKimja

y(x) = Ciy1(x) + Coy2(x) + -+ + Gy (x)

raje cy Cq, Cy, ..., C, IPOU3BOJbHE pealiHe KOHCTAHTE.

N3 Teopeme 5.8 Takohe ciujequ ga XomoreHa JinHeapHa jenHaunHa (5.40) HEMa CHHTYJIApHHUX
pjelliema jep ce cBa pjelieHha jeTHaYuHE MOTY JOOUTH U3 HEHOT OMIITET pjelicHha.

Ipumjep 5.39. Tokasatu 1a GyHKUHjE V; = X,V, = x2,y3 = ¥ unHe (yHIaMEHTAIHU CHCTEM pjellierha
jemHaynHe

x? . 2x , 2
xi—2x+2) " xt-2x+2) xE-2x+2
Ha IPOM3BOJHHOM MHTEPBAITY, I1a OAPEIUTH OIIITE PjelICHhEe jeTHAUNHE.

1224

"= =0

Pjewere: YBpimiTaBameM y JaTy jeIHAUYNHY TOKa3yjeMo Aa ¢y QyHKIHUjE Vq, YV, U Y3 pjellicHha jeTHaUNHE.
Kaxo je

x x? e*
W) =W, v,y3) =1 2x e*| =e*(x?—2x+2)
0 2 e*

u W(x)>0 3a cBako x € R, 3ak/byuyjeMO Ja Cy OBa pjelleiba JIMHCAPHO HE3aBHCHA IMa YHHE
(QyHIaMeHTaIHK CHCTEM pjellera jeqnaunHe. Onmre pjememne jennadnne je y = C;x + C,x% + Cze*.
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5.3.2. XoMoreHa jeagHaYMHa n —TOT pejJia cCa KOHCTAHTHUM KoepHIUjeHTUMA

XoMoOreHa jelHaAYMHA N —TOT pela ca KOHCTAHTHUM Koe(uIujeHTHMA je jeJHaunHa 00JMKa
y® +a,y@ D .ot a, 1y +a,y=0 (5.42)

raje cy aq, ay, ..., A, PeasHe KOHCTAHTE.

[Tomro cy xox oBux jeanaunHa (yHkuuje p;(x) = a;, i = 1,..n HenpekuaHe Ha R, HA OCHOBY

Teopeme 5.5 3akspydyjeMo Jia 3a IPOU3BOJHHO (xo, Yor Vo » ves yo(n_l)) € R Komujes 3agaTak

y® +ay® Y+t a1y +ay =0,
y(xo) = yo V' (X0) = Yo' o, YD () =y

MMa JeUHCTBEHO PjelIeHEe U J1a je TO pjeliene 1epuHICcCaHO Ha YuTaBoM cKkymy R.

Nmajyhu y Buay na je ommre pjemieme jennaunne (5.42) ompeheHo ca n JuHEApHO HE3aBUCHUX
(mapTUKyJapHUX) pjelieka Te jeIHaYMHe, y HaCTaBKy ojpehyjeMo QpyHIamMeHTaIHU CUCTEM PjellieHha
jenHauune (5.42). TpaxuMo pjeriemha jeJHauYuHe y O0JIUKY

y = ex
raje je A peanan mapamerap. ° Vepmrasamem y jennaunny (5.42) u qujenchu ca e?* # 0, mobujamo

A+ a A+ e+ ay A+ a, = 0. (5.43)

10 OnimiTe pjenieme XOMOTeHe jeIHAYMHe ca KOHCTAHTHUM KoeduiujenTuMa npBor peaa ¥y’ + ky = 0 je damunuja dpyuxuuja y = Ce™ ¥, C € R,

LIITO je MOTHBAIMja 32 TPAXKEHE pjelcba jenHadnte (5.42) y o6muky y = e?*
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Jennaunna (5.43) ce HasWBa KapakTepUCTHYHA jegHaumHa jenHaunmHe (5.42). CBaku KopujeH
KapakTepucTU4IHe jeaHaunHe (5.43) reHepuiie jeqHo pjeneme audepennujarae jennaunne (5.42),
IIpY 4eMy OOJIMK pjellieha 3aBUCH O/ IPUPOJIe KOpHUjeHa KapaKTEepPUCTUUHE JeJHaYnHE. Pa3nukyjemo
cJbenche cioydajese.

* KopujeHn kapakTepucTHUYHe jeTHAYNHE je peajlaH U BUIIECTPYKOCTH jeTaH

VYKOJUKO je KOpHjeH KapaKTepUCTUYHE jeIHaYMHE peajlaH Opoj & BHUIIECTPYKOCTH jellaH, Tj. & je
NpoCT (WIM JETHOCTPYKH) KOPHJEH KapaKTEpPUCTUYHE JeIHAYMHE, TajJa OBa] KOPHUjEH T'CHEpHIIe
pjeiieme nudepenunjante jeaHaunse (5.42) oonuka y = e**,

AKO Cy CBU KOPHMJEHU KapaKTEepUCTUUHE jeaHauyuHe (5.43) peallHu U jJeAHOCTPYKH, Tajla OHA UMa N
Pa3IMYUTUX peATHUX KopHjeHa A4, A,, ..., A,, KOjuMa oAroBapajy pjeriema
— — — A
y, = eM¥ y, = et .y = eln¥

jennaumne (5.42). Moxe ce mokasaru j1a je y Tom ciaydajy W(x) = W(yy, ....,¥n) # 0 3ax € R, na
oBe (yHKITH]je YMHE PYHIaMEHTATHU CUCTEM pjemiemna. OmmTe pjemene jeqHaunae (5.42) je

y = CieM* + C,e?2¥ + ... + C etn*,
** Kopujen kapakTepucTHYHE jeTHAYNHE je KOMILIEKCAH U BUIIECTPYKOCTH jeaH

Kana je xopujeH kapakTepuUCTHYHE jeJHaUYMHE KOMILJIeKcaH 0poj A4 = a + iff, Taja je ’eH KOpHjeH
Takohe 1 KomIiekcan 6poj 1, = a — iff (KOHJyroBaHO KOMIUJIEKCHU KopujeHn). [TocMaTpajmo ciryuaj
KaJa Cy OBU KOpHjeHU MpoCcTH. Tajna cy pjeniema jeqaadnne (5.42) KoMIUIeKCHE QyHKITH]e
}71 — e(a+i[>’ )x U )72 — e(a—iﬁ )x
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KOJ€ MOXKEMO MPEACTABUTH Y OOJIUKY
¥, = e (cosfx +isinfx) u  J, = e*(cosfx — isinfx).

[Tomro je Ha ocHOBY Teopeme 5.6 cBaka JMHeapHa KOMOMHAIMja pjelICHa XOMOI'€HE jeIHAYNHE
Takole pjelieme Te jeHaunHe, (PyHKIje

1 1 .
yi(x) = 5(371 + §,) = e**cosPx o y(x) = Z(% — ) = e¥¥sinfx

cy Takohe pjemiema jennaunne (5.42). OBe QyHKIM]€ Cy TMHEAPHO HE3ABUCHE jep je

X cosfix km
Y1 () = — b = ctgfx # const, x # —,k € Z.
y2(x)  sinfx B

Jlakiie, mpOCT KOMIUIEKCAH KOpUjEH KapaKTepUCTU4YHE jeaHauumHe A, = a + iff, 3ajenqHo ca

oarorapajyhmM KOHjyroBaHO KOMILUIEKCHUM KOPHJEHOM A, = @ — [ff, TeHepullle aABa JUHEAPHO
HE3aBHCHA pjeliewma AudepeHIijannae jeqaaunne (5.42)

y1(x) = e*cosfx wun y,(x) =e**sinfx.
*» Kopujen kapakrepucTHyHe jeJHAYNHE MMa BUIIECTPYKOCT Behy o7 jenan

Heka je A peanan kopujeH KapaKTepUCTUYHE jeHAYNHE BUIIECTpyKOCcTH m, m > 1. Taxa 3ampaBo
UMaMO M jeIHAKUX KOpPHjeHa KapaKTepUCTUYHE jeqHadnHe (Kojy cy cBu jeqHaku A). [lokazahemo na
OBUX M (JeHaKUX) KOpHjeHA KapaKTEPUCTUYHE jeIHAYMHE TEHEPHIIE M JHUHEaApHO HE3aBUCHUX
pjewema jennaunne (5.42). IIpBo pjelieme reHeprcaHo OBHM KopujeHoM je Yy (x) = e?*. Ha ocHoBy
OBOT pjemiema oapehyjemo jomr (m — 1) pjemewa y,, ..., Yy, jeaHauune (5.42) tako na QyHKuuje
V1, V2, ) Vi OyAy JTUHEAPHO HE3aBHCHE.
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[Toctynak oapehuBama OBUX pjelliekha HABOJAUMO 32 CIy4da] JIMHEApHE jeJHaYMHE Ca KOHCTAaHTHUM
KoeuIjeHTuMa Apyror peaa
y'+a1y'+a,y=0

a1
YounMo J1a je y TOM CiIy4ajy pjelicmhe KapaKTepUCTHYHE jeIHAUYnHEe A = —% ny (x)=e 2",

Pjewieme y, Tpaxkumo y 0OJIUKY
Y2(x) = y1 (x)u(x)

npu yemy GyHkuujy u = u(x) oapehyjemMo u3 ycioBa ga je y, pjelicibe MOCMAaTpaHe jeJHAYMHE.
VYBpuITaBameM y jeIHAUUHY J0OHjaMO

yiu+2yiu' +y,u”’ + ayyju+ ay,u’ + ay;u=0
OJTHOCHO
u(yr + a1y1 + azys) + 2y1u’ + y;u” + agyu’ =0
[Momrro je y; + a,y; + a,y; = 0 mobujamo
yiu" + (2y; + ay)u’ = 0.
CraBmajyhm u' = t, t = t(x), nobujamo jeaHAUMHY MPBOT pejia ca pa3ABOjeHUM IIPOM]jeHIbUBUM

yit' + 2y; + a1y1)t =0,
4Hje je pjelicHhe

C
In|t] = —a;x = 2In|y; |+ In|C| & t=u'=—e %* C=+0.
Y1
OpnaBne je
e—alx e—alx
u(x)=Cj > dx=Cf ——dx = Cx.
i e~ ¥
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ITomro je C npou3BoJbHA KOHCTaHTa, y3umajyhu C = 1 gobujamo

— — A
Y2 (x) = y1(x)x = xe™™.
JacHo je na cy dynkumje y; (x) = e u y,(x) = xe*®* nuneapro He3aBucHe.
Cana ce Ha UCTH HAYMH TOKa3yje Jla peasiaH KOpUjeH A BUIIECTPYKOCTH M T€HEPHUIIE M JTUHEAPHO
HE3aBUCHHUX pjeliemka jeqHaunne (5.42)

y, = elx’ y, = xexlx’ vty Y = xMm—1pdx

VYkonuko je A = a + if KOMIUIEKCaH KOPUJeH KapaKTePUCTUYHE jeJHAYMHE BUIIECTPYKOCTH 1M, Taaa
jeu A = a — iff xopujeH BUIIeCTpyKocT M. Hanpujen HaBeeHUM MOCTYIIKOM JIaKO C€ MOoKasyje a
OBU KOMILUIEKCHU KOPHJEHH T€HEPUIITy 2m JIMHEAPHO HE3aBHUCHUX pjeliemka jeaqnaunne (5.42) o0nuka

y.1(x) = e®*cosfx, y,(x) = xe**cosfx, ..., Vyu(x) =x™ 1e*cospPx,

Va1 (X) = e%*sinfx, Ymiz(x) = xe®*sinfx, ... Yom(x) = x™ e*™sinfx.

N3 mpeTxomHUX pa3Marpama CMO BHJJENM Ja Yy CBAaKOM OJI TPU HABEJEHA Cllyyaja pjellicka
KapakTepUCTUYHE jeqHaunHe (5.43) reHepulily CKyN JIMHEApHO HE3aBUCHHUX pjellicHha jeIHAYMHE
(5.42) koju uMa OHOJIMKO eJieMeHaTa KOJMKa j€ BHUILIECTPYKOCT KOpPHJEHA KapaKTepUCTUYHE
jenHaunHe. Moxe ce Mokas3aTd Jia je CKyN pjeniema jegHauuHe (5.42) nuHeapHO HE3aBHCAH U Y
CJIy4ajy KaJia CaipXKu pjeliekha FreHeprucaHa KOpHjeHuMa KapaKTepUCTUYHE jeITHAYMHE HE3aBUCHO OJ1
BUXOBE NPUPOJIE, Tj. Y CIOyda]y KaJa Cy KOPHJEHU KapaKTEPUCTUUYHE jeAHAYMHE KOMOWHaIMja
NPETXOHO HABEJICHUX CIy4ajeBa.
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Nmajyhu y Buay na KapakTepUCTHMYHA jeJHAYMHA KMMa OHOJUKO KOPHJEHAa KOJHUKUA J& pe
nudepeHnjanHe jenHaumMHe,’l 3aKibydyjeMo Ja CKyn pjeniema Au(epeHNujaiHe jeIHAYMHE
r€HEPUCaH OBUM KOPHJEHMMAa MMa OHOJIMKO €JeMEeHaTa KOJUKU je pea audepeHnujaite jeHaunuHe,
T1a OBaj CKYII MPpeICTaB/ba PyHIaMEHTAIHN CUCTEM pjellieha jeqHaduHe (5.24).

Ipumjep 5.40. Hahu onmre pjenieme jeqHaunHa
a) y'+4y=0, 6)y"+6y'"+9y=0, B)Yy"+2y'—6y=0.

Pjewere:a) Kopujenu kapakrepucTuude jemHaumHe A2+4=A—-20)(A+2i)=0cy A, =2i =u
A, = —2i. Tana pyskuuje y; = cos2x u 'y, = sin2x yuHe GpyHIaMEHTATHU CUCTEM pjelIcha Ma j€ OIIITe

.

pjelIeHe
y = C;cos2x + C,sin2x.

6) Kapakrepuctuuna jenqnaunna A% + 61+ 9 = (1 + 3)? = 0 uma jenan peanan kopujeH A; = A, = =3,
dynkmyuje y; = e ¥ u y, = xe 3* unune (yHIAMEHTAIHN CUCTEM PjellcHkha 11a j€ OIIIITE PjelICHE
y = e 3*(C; + Cyx).
B) Kopujenn kapakrepuctuude jeaHaumde A2 +1—6=(A+3)1—-2)=0cy ,;, =-3 u 1, =2
dyukuyje y; = e ¥ u y, = e?* yuHe QyHJAMEHTATHU CHCTEM PjellieHha I1a j€ OIILITE PjelleHe

y =Cie 3 + (C,e?*. |

Ipumjep 5.41. Hahu ommire pjemnieme jeqHaunHa

a)y" -3y" —y"+3y =0, 6)y" —3y" +4y' — 2y =0.

11 OcHoBHa TeopeMa ajredpe: Caku nonuHoM creneHa n € N uma TayHO n KOpHjeHa y CKyIy KOMIUIEKCHUX OpojeBa, IpH YemMy ce
CBaKH KOPHjeH pauyyHa OHOJHUKO IyTa KOJUKO U3HOCH HEroBa BUIIECTPYKOCT
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Pjewere: a) Kopujenn kapakrepuctuune jequaunne A3 — 312 —-14+3=UA—-1)A+1)A—-3) =0 cy
A =1ul, =—1,1; = 3. Dynxunje y; = e*, y, = e %,y; = e3* unne PyHIaMEHTAIHU CHCTEM PjelIeHa
Ta j€ OIIITE PjelICHE

y = Cie* + C,e™ + C3e3",

0) Kopujenu kxapakrepuctuune jequaunse A3 — 312 +41—-2=A—-1)A—-1-i)(A—-1+4+i)=0cy
AM=1mnu A3 =1=%1i. Oyskunje y; =e*, y, = e*cosx,y; = e*sinx 4yuHe (QyHIAMEHTAIHU CHCTEM
pjelliema mna je omITe pjeieHe

y = C;e* + C,e*cosx + Cze*sinx. 0

[Topen KomujeBor 3agaTka, y npuMjeHaMa JUHEPHUX AUDEPECHITM]AIHUX JeTHAYMHA CE jaBJba]y U T3B.
rPaHNYHM 3aaanu. ['paHndHM 3a7a1u Cy TeHepucanu AUdEepeHIInjaTHOM jJeTHAYNHOM U JI0JaTHUM
yCJIOBHMA KOj€ Ha3MBaMO I'PAHMYHHU YCJIOBHU. ['paHUYHU YCIIOBH C€ PA3NIUKY]y O] OYETHUX YCJIOBa
U TI0 MPaBUJTy C€ OJHOCE Ha BPHUJEIHOCTH (PYHKIIMjE€ Y TPAaHMYHUM TaukaMa MHTEpBajia Ha KojeM
nocMarpamo JudepeHirjaany jeJHaurHy.
IIpumjep 5.42. Ha cermenty [0, %] OJIPEIUTH pjellCHhe TPAaHUIHOT 3a/1aTKa

y"' =2y"+2y =0, y(0)=-3, y(m/2)=0.
Pjewere: Kopujeun kapakrepuctuude jepnaunue A% —21+2 =0 cy A4, =1+ i. Onure pjememne
jennaumne je y = e*(C;cosx + C,sinx). 13 rpaHnyHUX yClIOBa J00HjaMO

y(0)=-3=>-3=C;, y(r/2)=0=0=C,e™?
1a je pjeriemhe TPAaHUYHOT 33/1aTKa

y = —3e*cosx. ¢
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JenHaumHa o0MKa
(ax + b)*y™ + ¢ (ax + H)*1y™D 4o ¢, _(ax + D)y’ + ¢,y =0 (5.44)

rogjecya, b,c;,i = 1,2, ...,n peanne koHcTanTe U a # 0, Ha3uBa ce Ojaep-KomujeBa jexnaumna n-
TOT peja.

. . . . e
VBohemeM cmjene ax + b = ef, rnaje je t HOBa He3aBUCHA IpoMjeHsbMBA U Z(t) =y (T) HOBA

Heno3Hata (QyHkuuja, Ojnep-KommujeBa audepennyjanna jeanaunna (5.44) tpancopmuiie y
XOMoreHy audepeHIjalny jeJHaYuHy ca KOHCTAaHTHUM KOe(UIIN]jEHTHUMA.

IIpumjep 5.44. Hahu oniure pjemiemne jeqHauynHe
x2y" — 4xy' + 6y = 0.
Pjewerve: Tlomohy cmjene x = ef, z(t) = y(e!) nobujamo
dy dy dt .
L A A TN I — I
Y Tk Tdt ax C C T T
dy' dy' dt d(e’tz") dt - ,
n__-- _ 7 - __~ "7, 7" _ 5, "m_ 5N = n_ mn __ I
R T e TR Pl R et Ak A
na ce mocmaTpana nudepeHifjaita jeJHaunHa TpaHchopMuIle y jeTHaYnHy
z'—z'—4z7" + 62 =0,
YHje je OIIITE PjerIcHhe
Z(t) = CleZt + C2€3t.
Bpahajyhu cmjeny t = Inx, noOujamo Ja je oniuTe pjeniemhe NOUYEeTHE jeIHAUNHE
y(x) = C,e?™* + C,e3* = C,x? + C,x5.
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5.3.4. HexoMmoreHaJ vHeapHa jeAHAa4YMHaA n —TOT peAa

[TocmaTpamMo HEXOMOTCHY JUHEapHy jeaHaunHy n —rtor peaa (5.38), npu yemy npernocTaBbamo Jia

cy hbyHKIUjE P1, P2, ---, Pn 1 GYHKIM]A T HEMPEKUIHE HA UHTEepBay [, 1mITO Ha OCHOBY Teopeme 5.5
3Haun ga cBaku KomwmjeB 3amarak (5.38)-(5.39) uMa jeIMHCTBEHO pjelice¢ Koje je Takohe
neduHucano Ha .

Hoxkazahemo na ce cBa pjemiewma jenHaunne (5.38) Mmory qooutu nomohy yHIaMEHTAIHOT CUCTEMa
pjelewma oarorapajyhe xomorene jenHauune (5.40) u Ouio KOr pjerieha HEXOMOT€HE jeTHAUYMHE.

Teopema 5.9. Hexa je y,(x), x € I npouszsomHo pjewerve nexomozene jeonayune (5.38) u yp(x)

onwme pjeuterve oo2oeapajvhe xomoeene jeonauune (5.40) na uumepesany 1. Taoa je onwme
pjeuierve Hexomozene jeonadune (5.38) na unmepsany I ¢hpynkyuja

y(x) = yp (x) + ¥ (x). (5.45)

Jloxaz: Ha ocHoBy Jleme 5.4 30up pjeniema XOMOT€HE U pjelliekha HEXOMOTEHE jeJJHAYMHE j& PjelIeHe
HEXOMOTeHe jenHauuHe, na je ¢ynknuja (5.45) pjememe jennauune (5.38). [lokaxumo cama ma cy cBa
pjemema Hexomorene jeaHaunne (5.38) obmmka (5.45). Heka je y(x), x € [ IpOM3BOJEHO pjellICHE
HEXOMOTI'€HE jeJTHAYUHE U MOKAXKMUMO JIa C€ OHO MOJKe 3anucaTtu y oonuky (5.45). V Jlemu 5.4 cMo nokazanu
Jla je pasNuKa JiBa pjelllemha HEXOMOTEHE je/JHAUMHE pjellemhe XOMOreHe jenHaunne, ma je y(x) — y,(x)
pjememe xomorene jeanaunte (5.40). OBo pjelieme je caap:KaHO y OIMIITEM pjemeny Yy (X) xomoreHe
jeIHauMHe, 14 je jeAHaKo HEKOM pjerieny Vi, (x) u3 pamunuje pjemema y, (x). Jakie, umamo

y(x) = yp(x) = Fp(x) = y(x) = y,(x) + Jp(x).0O
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N3 Teopeme 5.9 nobujamo ma ce omiiTe pjeniemne Hexomorene jenHaunne (5.38) Ha [ Moxke 3amucaTu
y 00JIMKY

y(x) = y,(x) + Cry 1 (x) + Coy(x) + -+ + Cryn (x)
raje oyakmgje  yq(x), y2(x), ..., ¥y (x) umHe (QyHIAMEHTAIHH CHCTEM pjellea npumaaajyhe
xomorene jenHauuHe (5.40) wu y,(x) je Ouno koje pjememe HexomoreHe jemHauuHe (5.38),
Cy,Cy, ..., C,, cy IPOU3BOJHHE PEATHE KOHCTAHTE.

[TomTo cMo Buajenn Ha KoOju HaduH ojapelyjemMo (PyHIaMEHTATHU CHUCTEM pjelieha 3a HEKe
CHEIMjaTHe CITyYajeBe XOMOTCHUX JIMHEAPHUX jeIHAYMHA, TPEOCcTaje HaM Ja pa3MOTPUMO METOJIE 3a
onpehuBame ommTer pjeniema HexoMoreHe jeaHadrHe (5.38). MokeMo KOPUCTUTH JBa METOJa:
MeTo HeopeheHux KoeduirjeHaTa Koju ce IpuMjebyje camo 3a HEXOMOTEHY JIMHEApHY jeJHAYNHY
ca KOHCTAaHTHUM Koe(uIlMjeHTHMa Wi MeToj JlarpaHka Koju ce Ha3WBa M METOJ BapwHjaliyje
napameTapa 1 KOju MpeicTaB/ba YHUBEP3AIHA METO/.

* MeToa HeoapeheHux KoepunujeHara

OBaj MeToJ KOPHUCTHMMO HCKJbYYMBO 3a pjelllaBalkb€ HEXOMOTCHHMX JIMHEAPHUX JeJHAaYMHa ca
KOHCTAaHTHUM Koe(UIjeHTuMa

y® +ay® D 4ot a, 1y +a,y =71(x) (5.46)

raje cy raje cy aq,d,, ..., d, pealHe KOHCTaHTe W T (yHKIHWja HENMpeKujgHa Ha uHTepBary [. VY
HACTaBKY pa3MaTpaMo ClIydajeBe y KOjuMa je, Y 3aBUCHOCTH o 00auka pyukuuje 7 (x), mo3HaT 001K
MapTUKYJIAPHOT pjeliekhe jeqHaunne (5.46).
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¢ Heka je
r(x) = Pp(x)
raje je B, (x) momuHoM crerneHa m. Tajga mapTUKyJIapHO pjelIekhe TPAKUMO y OOTUKY
yp(x) = kum(x)
raje je k BHUIIECTPYKOCT HyJie Kao KOpHjeHa KapaKTepucTuuHe jeaHaunHe u Q,,(x) Hemo3HaT

TMOJIMHOM CTereHa m uuje Koepuuujente oapehyjemo us ycnosa na je y,(x) pjeieme jeqHaunne
(5.46). Ykoauko HyJa HUje KOPHjeH KapaKTepUCTUYHE jeaHaunHe Taaa je k = 0.

IIpumjep 5.45. Hahu ommure pjemieme jeqnauynna
a)y"'+y=x*+x, 6)x%y" —2y=6lnx.
Pjewerve: a) KapakTepucTruna jeqHaunHa XoMoreHe jequaunne je A2 + 1 = 0 uuju cy xopujenn A = =i,
11a je OIIIITE pjelIee XoMorene jeanaunne je y,(x) = C;cosx + C,sinx. 13 ob6nuka GyHKIHje

r(x) = x% + x = Py(x)
no0ujamo Ja je mapTUKYJIApHO pjelIeHmhe 00IrKa

)’p(x) = x*Q, (x).

[TomTo Hyna HUj€ KOpHjEH KapaKTepUCTUUYHE jeqHadnHe Taaa je k = 0, ma umamo

yp(x) = Ax* + Bx + C.
YBpmTaBameM y jennaunny godujamo A = 1,B =1,C = =2, 1j. y,(x) = x* + x — 2. Ommre pjeremse

JeIHaYMHE je
y(x) = y,(x) + yp(x) = Cycosx + Cysinx + x* + x — 2.
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0) Jlara jenmaumna je HexomoreHa Ojmep-Kommjesa jemmaumna. Cmjenom x = ef, z(t) = y(e?)
nobujaMo Ja ce gaTa jelHaunHa TPaHC(HOPMHUIIIE Y HEXOMOTCHY jeJHAYNHY
z" —z'—2z = 6t.

Onmrre pjememse npunanajyhe xomorene jennaunne je z(t) = C;e?t + C,e ™Y, 10K NapTUKYIapHO pjellcHhe
TPaXUMO y OOJIUKY
z,(t) = t*Q,(t) = At + B.

Jo6ujamo z,(t) = —3t — %, IIa je OIIIITE pjellehe jeHAUNHE

3
z(t) = Cie?t + Ce™ =3t + >

Bpahajyhu cmjeny t = Inx, qoOujamo oniiTe pjeiee MoYeTHe jeJHaUNHE

C 3
y(x) = C;x? + ?2 — 3lnx + > 0

¢ Heka je
r(x) = e“ Py (x)
raje je P, (x) monuHOM cTemneHa m W @ MPOM3BOJbAH peasiaH Opoj. Tama mapTHKyIapHO pjelieHe
TPAXKUMO Yy OOJIMKY

Yp(x) = x*e™Qm (%)
rije je Qp(x) HemosHAT NMOJMHOM CTeneHa m Koju oapehyjemo u3 ycnosa na je y,(x) pjememe

jennaunHe (5.46) U k BUIIECTPYKOCT peaaHOT Opoja @ Kao KOpHjeHa KapaKTECPUCTUYHE jeTHAUNHE.
VYKOJIMKO o HUje KOPHJeH KapaKTepUCTUIHE jeHaunHe Taaa je k = 0.
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IIpumjep 5.46. Hahu oniure pjememe jeqHauynHe

y"' +y' =2y =3e*.
Pjewerve: Kopujenn kapaktepuctuude jemHaumne A>+1—-2=0 cy A =1, 4, =—2 ma je
yn(x) = Cie* + Cre?*. Jlame je r(x) = 3e* = Py(x)e* u

Yp(x) = x*e*Qq (x).
[Momro je A; =1 mpocT KOpWjeH KapaKTepHCTHUHE jefHaunHe uMamo k = lma je y,(x) = Axe™.
VYBpiiTaBaweM y jeqHauuny nooujamo A = 1, ma je

yp(x) = xe*

NapTUKYJIApHO pjeriemhe jeqHaurae. OmITe pjeniemne jeJHauYnHeE je

y(x) = y,(x) + yp(x) = Cie* + Cre™* + xe*. ¢

¢ Heka je
r(x) = e*™(B,,(x)cosfx + Q,(x)sinfx)
raje ¢y Py (x) u Q,(x) monuHoMu cTericHa M U N U @ + 5 KOMIUIEKCAH KOPHjeH KapaKTePUCTHUIHE
jenHauuHe BUIIeCTpyKocTH k. Tana je mapTuKyJapHO pjemiemhe 00IuKa
yp(x) = xke® (R;(x)cosBx + Ty(x)sinfx)
raje cy R (x) u Ty(x) Hemo3HaT MOIMHOMM CTenieHa S = max{m,n} xoje oapeljyjemo u3 yciosa aa
je ¥p(x) pjememe jennaunne (5.46) U k BHIIECTPYKOCT KOMILIEKCHOT Opoja a + Iff Kao KopujeHa

KapaKTepUCTUYHE jeIHAUMHE. YKOJIUKO « + S HHUje KOpHjeH KapaKTepUCTUUYHE jeTHAUYMHE Taja je
k=0.
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IIpumjep 5.47. Hahu oniure pjememe jeqHaunHe
y" +y'— 6y = 52cos2x.

Pjewerve: y(x) = C;e** + C,e™3* + sin2x — 5cos2x. ¢

IIpumjep 5.48. Hahu omnmire pjemieme jegHaunHE
y"" +3y" = 2e73
Pjewerse: KapakrepucTiiHa jeHauMHa XoMoreHe jeqnaqnne je A> + 34% = 0 onaxie nobujamo A, , = 0,
A3 = =3 maje y,(x) = C; + Cyx + C3e73*. Jlasme je
r(x) = 2e73* = Py(x)e™3*
Ta MapTUKYJIApHO pjeleme ojpehyjemo merogom Heoapehenux koeduinjentra. Mimamo
yp(X) = xke Q4 (x)
U ToITO je A; = —3 mpOoCT KOPUJEeH KapaKTepUCTUYHE jeAHaunHe nodujamo k = 1. Jlakie

3x

yp(x) = Axe™

. . 2 . . 2
VYBpiiTaBameM y jenHaunHy nooujamo A = 5 T Je TapTUKYJapHO pJemiekhe Yy (x) = gxe_3x. Omnre

pjeliemke jeJHaYnHE je

2
y(x) = 3 (@) + yu(®) = €1 + Cix + Coe ™ + 5 xe ™. 0

[Mopex Hampujen mocMarpanux o0auka GyHkimje r(x), 00JUK NapTUKYIAPHOT pjellieiha je MO3HAT U
y ciy4dajy kazga je ¢yukuuja r(x) 30up KOHaA4HO MHOTO (YHKIHja KOj€ Cy HEKOI OJ OOJIMKa U3
MPETXOAHO pa3MaTpaHUX CIIy4ajeBa.
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Teopema 5.10. Hexa cy y, (x) uy, (x), x € I napmuxynapua pjewersa jeonauuna
Y™+ a;y® T + et an gy + any = 1),
Y™ +ay® D+t an gy + agy = 1(x).
pecnexkmusno. Taoa je
Yp, () + yp, ()
Ha unmepsany | napmuxynapho pjewerse jeOnauume

YW +ary D+t ap gy + any = 11(x) + 1y (x).

Ipumjenda 5.5. Tepheme U3 MPETXOaHE TEOpeMe BpHjeau M y Clydajy kama je gpyukiuja r(x) 30up k
dyukimja ry (x) + 1, (x) + -+ + 1. (x).

Ipumjep 5.49. Hahu onmire pjemewme jennaunte y'' + 3y’ + 2y = x + 2e™.

Pjewerve: KapakTepuCTU4HA jeJHAYMHA NPHUAPYKEHE XOMOreHe jeqHaumHe je A2+ 31+ 2 =0 ma je
yp(x) = Cie™ + C,e™?*. TIpBo ompehyjemo mapTuKyIapHO pjerueme ¥, (X) jennaunie
y'+3y' +2y=x
y obmuky y, (x) =Ax+ B u pobujamo y, (x) = x/2 —3/4. 3atum oxpehyjemo mapTHKynapHO
pjememe y, (x) jennauune
y"' 4+ 3y + 2y = 2e”*
y 0bmuky ¥, (x) = Ae* n nobujamo y, (x) = e*/3. Ha ocnoBy Teopeme 5.10 nobujamo omnmuire pjererne

1 3 1
() = yu(6) + 5, () + 5, () = Cre™ + ™™ + ox — 2+ 2e”.
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¢ MeToa Bapujanuje napaMmerapa

Meron Bapwujaryje mapamerpa cMo Beh KOpUCTHIIN KO/ pjelliaBarma JIMHEapHe jeJHaYnHEe TTPBOT pefa.
Y HacTaBKy OBaj METOJA MPUMjEHYjEMO Ha pjelllaBame JMHEAPHUX JeJAHAUYMHA BUIIET pefa.
[TocmMaTpaMo JMHEapHY jeHAYMHY APYTOT peaa, MPU YeMy C€ UCTHU MPUCTYI KOPUCTH U Y ONIITEM
ciy4ajy, Tj. 3a JUHEeapHy jeIHaYMHy N-TOT peaa.

Hexka je

Y +p1(0)y + pa(0)y = r(x) ()
HEXOMOTeHa JIMHeapHa AudepeHlrnjaiHa jeJHaYuHa JPYror peaa raje ¢y QyHKIuje pi,Py; U T
HenpekuaHe Ha uateppany 1. Heka je
Ya(x) = C1yr + Gy
OmiITe pjeuiewe npunagajyhe xomorene jenHaumHe Ha [, taje  QyHKuuje y; Uy, 4hHe

(dbyHIaMEHTaTHU CUCTEM pjelliewma jeqHaunne u €, C, cy nIpou3BOJbHE peajHe KOHCTaHTe. Pjemieme
jenHauuHe (*) TpaxxuMo y o0IuKy

y(x) =C(x)y; + C(x)y, (**)

raje cy C;(x), C,(x) Hempexuano mudepennnjabunne GyHKIMje Koje Tpeda OApeIUTH U3 YCIOoBa Ja
dyHKIHja (**) Oyxae pjemewme jeqnaunne (*). dudepenmumpamem y (¥*) modmjamo

y'(x) =C'(0)ys + Gy, + G0y + C(x)y,".
dyuknuja (**) caapku ABUje HEmo3HaTe (DYHKIM]jE 3a KOje IMOCTaBJbaMO caMo jeaaH ycioB: aa (**)

OyJie pjeliemke MoYeTHe jeJHaYnHe. 3aT0 MTOCTaB/hbaMo U jefaH JOJaTHU YCIOB
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C,'(x)y, +G'(x)y, = 0.
Tana je
' y'(x) =)y, + Gy,
na je
y'(x) =C')y + Gy, + Gy + C(x)y,".
VYBpiraBameMm y (*) modujamo
C' )y + G ()y," + C()y " + G (x)y," +
p1 () (C'()y1 + G’ ()y2) + p2 () (C1()yy + C(x)y) = r(x).
[Momrro je y(x) = C;(x)y; + C,(x)y, pjemicme XOMOreHe jeJHaYnHE TMaMO
Ci(0)y" + )y, + p1 () (C'(0)yr + C'(x)y2) + p2(0)(C(0)y, + C(x)y,) =0
na 100ujamMo

Ci' )y +C'(X)y," =r(x).
Jlakiie, mo6ujamMo cuctem

Ci'(X)y1 +C'(x)y, =0

C/'()y" + G ()y," =r(x)
u3 kojer oapehyjemo dyuknuje C; (x) u C,(x).

(***)

ITocmatpajmo cana jeaHaunny (5.38)

Y™+ Py 4 4 P (DY + pa(0)y = 1(x)
raje cy dyHkuuje p;, [ = 1,2,..m U r HenpekuaHe Ha uHTepBainy I.
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Hexka je omiire pjeniemne NpuapykeHe XOMOTreHe jelHaunHe Ha [ gaTo ca

yh(x) = Cy; + Gy, + -+ Cuyy

Taj€ V1, -, Yp UMHE QYHIAMEHTAIHHU CUCTEM pjellieHma mpunaaajyhe xomorene jeanaunte u Cy, ..., Cy,
Cy IPOU3BOJHHE peajHe KOHCTaHTe. Pjememe jeauaunne (5.38) onpelhyjemo y o0nuKy

y(x) = C(0)y; + C(0)y, + -+ C(X)yn

M Ha CJIMYAaH HA4YMH Kao y Ciy4ajy JiMHeapHe nudepeHiujaaHe jeJHauuHe IPyror peaa 100ujamo
CUCTEM je/IHaUYMHA

C1’(X)J’1 + CZ'(x)yZ + - Cn’(x)yn =0

GGy + G )y + - G ()yn” = 0 (5.49)

Cy' Oy Y + 60y, + - Gy (09 TV = ()
u3 kojer oapehyjemo pynknuje Cy(x), Cy(x), ..., C,(x).

Ipumjep 5.50. Hahu oniure pjememne jeqHauynHe

1
Tty =—r0
Y Y cosx

Pjewere: > +1=0=>1=4i naje y; = cosx, y, = sinx uy,(x) = C;cosx + C,sinx. IlomTo je

1
r(x) =
CcOSX

OTIINITE pjeIICHE¢ HEXOMOI'CHE JeTHaUNHE oJipel)yjeMo MeTOoI0M BapHjallije mapaMeTapa.
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N3 (***) nobujamo cuctem
C,'(x)cosx + C,'(x)sinx =0

1
—C,'(x)sinx + C,'(x)cosx = :
CoSX
PjemasamemM oBor cucreMa gobujamo C; (x) = —tgx, C,'(x) =1 maje

C,(x) =In|cosx| + D;, C, =x+ D,.
OmnTe pjelieme jeTHAUYNHE j€

y(x) = Dycosx + D,sinx + cosxIn|cosx| + xsinx.0

IMpumjep 5.51. Hahu omire pjerieme jeHAaUMHE
1
sin?x’
Pjewerve: KapakTepucTiudHa jelHaUMHA XOMOreHe jeqHaunne je A3 + A = 0 ogakie no6ujamo

nr

y'"'+y' =

yn(x) = C; + Cycosx + C3sinx.
[Tomro je
1

() = sin?x
ommTe pjememne oapehyjemo MmetooM Bapujaruje napamerapa. 13 (5.49) 3an = 3 gobujamo cuctem
C,'(x) + C,'(x)cosx + C3'(x)sinx =0
—C,' (x)sinx + C3'(x)cosx =0
1

sin?x’

—Cy(x)cosx — C3'(x)sinx =
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3a IETEpPMUHAHTY CHCTEMA UMaMO

1 cosx sinx

0 —sinx cosx|=1
0 —cosx —sinx
na je
0 COSX sinx
Ci(x) = (1) TSI CosX ) —— = C;(x) = —ctgx + Dy,
—— —COoSx —sinx SImeX
sin¢x
1 0 sinx
. 0 0 COSX CoSsx 1
Cy(x) = 1 =———-=> 06X =—=+D,,
0 o sin¢x sinx
— sinx
sin¢x
1 cosx 0
0 —sinx 0 1 X
Ci(x) = =——>=(C:(x) =In|ctg=|+ D-.
3( ) 0 o 1 ST 3( ) | .92| 3
sin?x

[TapTukynapHo pjenieme jeHaurHe je

X X
¥p(x) = —ctgx + ctgx + sinxln |ctg §| = sinxIn |ctg §|

Y OMIITE PjeUICHE jeTHAYNHE

X
y(x) = D; + Dycosx + Dssinx + sinxln |ctg §| 0
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