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TEMA 4: ABOJHU U TPOJHU UHTEI'PAJIN

4.1. ABOJHU UHTETPAJI

[TocmaTpamo ¢yHKIHjy aBuje mnpomjeHsbuBe f(x,y) koja je neduHUCAaHA HA 3aTBOPCHOM H
OorpaHW4YeHOM cKymy (obOnacTu uinu noApyyjy nepunucanoctu) D u3 xy —pasuu. U3mehy oapehenor
Y JIBOJHOT MHTETpaja ocToje aHajioruje y norieny aepuHumnuje, ocoonHa, npuMjeHe 1 HEKMX MeToa
pjelliaBama. AHAJIOTHja y TEOMETPH]CKO] MHTEPIIPETAIM]JU C€ OIJieia Y TOME IITO ojapeheHn narerpan
HEHeraTMBHE (YHKIM]€ MpE/CTaB/hba MOBPIIMHY KPUBOJIMHHU]JCKOT Tpare3a, JOK JBOJHU HUHTETpal
HEHeraTMBHE (yHKIIH]€ TIPEAICTaBba 3alIPEMUHY KPHUBOJIUHU]CKOT IIWJIMH]IPA.

4.1.1. lepuHunyja ABOjHOr UHTErpaJjia

Heka je gynkuuja f(x,y) nepuHucaHa Ha 3aTBOPEHOM M orpaHudeHoM ckyny D C R? koju uma
nospmmny P(D).! Heka je P mogjena ckyna D Ha nujenose (momobmnactu) Dy, i = 1,2, ...,n Koju
nMajy nospuHy, Civka 4.1, tako ja asuje nogoonactu D; u Dj, i # j uMajy 3ajeIHAYKE €BEHTYaITHO

ODk =D A P(D)= zn: P(Dy).
k=1 k=1

! 3a nojam ¢urype y paBHu koja uMa ToBpiiuHy Bujetu Iornassbe 2.5. [Tpumjene oapeheHor unterpana

caMoO IpaHUYHE TayKe U Ja je




JNE®UHULIUJA IBOJHOT UHTETPAJIA

y 3a nogjeny P nepunuieMo napamerap noajeJie
A(P) = max d(Dy)
k=1,..n

raje je
d(Dy) = sup d(M,N).
M,N€EDy

N3abepumo y cBakoj mogodnact Dj, NPOU3BOJbHY
tauky &, = (x,yx), k=1,..,n. Ckyn Tadaka
& =1{&,%,,...,&,} HazsmBaMO CKYHn MCTAKHYTHX
Ta4yaka Koju ojJrosapa nojajenu P.

Ha oBaj HaumH ce no0uja mogjeja cKyma ca
HUCTAKHYTHM TayKama Kojy o3HadaBamo ca (P, §).

Ciauka 4.1

VY oxHOCy Ha mojjeiy ca uctakaytuM taukama (P, &) dpopmupamo nHTErpainy cymy GyHkumje f:

o(F.P,§) = ) FEIPDY),
k=1



AE®OUHULIUJA ABOJHOT UHTEI'PAJIA

: z= f(z,y)

Cauka 4.2

Ako je ¢yHkuMja f HEHEraTuBHa, CaOUPIH
f (& )P (D) y uHTErpaIHOj CyMH NIPECTaBIbAjy
3allpeMHHY? THjeJda KoOje j€ OrpaHHYCHO
IMWIMHJPUYHOM TIOBPIIA Cca OCHOBOM Dy
sucuHoM f (&), k=1,...,n, Couka4.2.

Tama uHTEerpanHa cyma, Kao 30Hp CBHX OBHX
3alpeMuHa, y oJipe)eHOM CMUCITY allpOKCUMHUPa
3alpeMHHY  KPHUBOJUHH]CKOT AIUHIPA,
OJTHOCHO THjejia KOje je OrpaHH4YeHO: ,,00370°

- ca ckynom D, ,ca cTpaHe" IWIMHIPUYHOM
MOBPIIM YMj€ Cy M3BOJHMIIE MApaJIe]HE Z —OCH

U TIpojia3e TaykaMma Ha TpaHuIM ckyma D w
,,OJI03T0*“ AHjesioM noBpuu z = f(x,y) Koju ce
OpPTOTOHAJIHO MPOjeKTyje Ha D.

Y HacraBky hemo moapasymmujeBatv aa je
ckyn aedpunncanoctn D € R? 3aTBopen m
OrPaHUYEH CKYII.

2 TTojam 3anmpemuHe ce AehMHUIIE TAKO Ja CE 3a HOoYeTaK Ae(HHHUIIE 3aIPEMUHA TIONHEPA 4 3aTHM Ce 3alpeMUHAa THjena (IpocTopHe durype) aedunuine momohy

cynpemyma V 3anpemuHa nonuenapa Koju cy yIycaHHu, OJHOCHO MHGUMyMa V 3ampeMuHa onuenapa KOjU cy OIMCaHU OKO TOT THjena. Kaxe ce ma Tujeno uma

3anpemuHy ako je V = V. Ilokasyje ce na THjeno MMa 3alpeMHUHY aKO M CaMo ako 3a CBako & > () mocToje ONMCaHK U YIHMCAHU IOJMEAPH TaKBU Aa je pa3iiKa

BUXOBUX 3allpEMHHA Mamka o1 E.

4



JNE®UHULIUJA IBOJHOT UHTETPAJIA

Nepununuja 4.1. Hexa je pynxyuja f (x, y) degpunucana na ckyny D € R%. Axo nocmoju peanan
opoj I makas o0a 3a npouzsomno € > 0 nocmoju 6 > 0 maxo oa 3a ceaxy nodjeny ca CKynom
ucmaxnymux mauaxa (P, &) ckyna D rxoja ucnyrwasa ycnos A(P) < 8 epujedu nejeonaxocm

|O'(f,P,§)—I| <§,

maoda xadxcemo oa je ¢yuxkyuja f unmezpadbunna na D u 6poj | naszusamo 06ojHu unmezpan
@yuxyuje f(x,y) na D, npu wemy Kopucmumo 03HaxKy

I = ﬂD f(x,y)dxdy.

IIpumjenda 4.1. J[BojHu uHTErpal ce, Kao u oapehenu, nonekaa nepuHuIIe TOMOhy jeTHAKOCTH

1=ﬂDf(x,y)dxdy=Mlgrl)00(f;P»f)

IIpH YEMy C€ OBJIj€ HE PaJy O KIACHYHOj TPAaHUYHO] BPU]EIHOCTH.

Kao u kxon ¢yHkuuja jegHe mpomjeHJbHBE, MOKa3yje c€ Jla je OrpaHu4YeHOCT (yHKIMje IBHje
NPOMjeH/bUBE MOTPeOaH ycJIoB 1a 0u Ta pyHKuMja Oniia uHTerpaduIHa Ha D.

Teopema 4.1. Axo je ¢ynkyuja f(x,y) unmeepabunna na D, mada je ona ma mom CKyny u
02panuyena.

$ Bunjetu [Ipumjendy 2.2 y bussana Bojonuh n Bnagumup Bnaguuuh, Mamemamuxa |l



JNE®UHULIUJA IBOJHOT UHTETPAJIA

Cana pa3zmaTpamo JIOBOJbHE YCIIOBE 32 HHTErpaOMIIHOCT QyHKIIH]Ee ABH]E TpoMjeHIbUBE. Bujenu cMo
Ko/l (PyHKIMje jelHE MPOMjEHJbUBE Jla j€ HEMPEKUIHOCT JOBOJbAH YCJIOB 3a HUHTETPAOMIIHOCT
¢yukuuje Ha [a, b], Te Oa je u QyHKIMja KOja ©KMa KOHAYHO MHOIO Tadaka MPEKUaa IpBe BPCTE Ha
[a, b] Takohe unTerpabuiana Ha [a, b]. AHanorHne pe3yarare IMaMo U y CIy4ajy JBOJHOT HHTETpala.

Teopema 4.3. Henpexuona ¢yuxyuja f(x,y) Ha 3ameopenom u oecparuueHom ckyny D je
uHmMe2paduIHa Ha Mom CKyny.

YcnoB HenpexkugHocTu pynkiuje f (x,y) Ha D jecte 10BOJbaH, aju HE U MOTpeOaH /1a Ou Ta PyHKIIHU]ja
Owna wHTErpabwiiHa, U MOXKe na Oyae HapylleH Ha HEKOM CKYIy Tadaka u3 D KOoju HCIymaBa
onpehene ycnose. [la 6ucmo dopmyrcany Te yCIOBE YBOJUMO I0jaM CKyTa MOBPIIUHE HYyJIa.

KaxkeMo 1a ckynm mMa moBpPUHIMHY HYJIA aKo 3a cBako &€ > 0 moctoju gaMuiinja KBajpara TakBa Jia
YHHU]Ja KBajJpaTa U3 oBe paMUIIhje CaJpkH Ta] CKYIl U Jia TOBPIIMHA OBE yHU]€ HUJe Beha o1 €. Moxe
ce MOKa3aTH Jia MOBPIIMHY HYJIa UMaJy cJbeAehu CKYNMOBHM: KOHa4yaH CKYINl Tadyaka y paBHH, YK,
Kpy)XKHHUIa, Tpapuk peanHe (yHKuuje neduHHMCAHE W HEMpeKWaHe Ha [a,b], moACKym cKyma
MOBpPIIMHE HYJIAa, KA0 U YHU]a KOHAYHOT OpOja OrpaHUYEHUX CKYIOBa MOBPIIMHE HYJA.

Teopema 4.4. Heka je ¢pyuxyuja f(x,y) oepunucana u oepanuuwena na D. Axo ckyn mauaxa
npekuoa ¢pyuxkyuje f na D uma nospwuny nyna, maoa je pynkyuja f unmeepabuina Ha mom cKyny.



4.1.2. Oco6uHe ABOjHOT MHTerpaJia

JIBojHM uWHTErpanl mocjeayje Behu Opoj ocoOMHA Koje Cy y MOTIYHOCTH aHaJIOrHE OcoOMHama
onpeheHor mHTerpana. HajBaxkHuje o BHX Cy CBaKaKo OCOOMHE KOj€ OIMHUCY]y OJIHOC JBOJHOT
HMHTErpasa u ajaredapcKux orepalyja, Kao ¥ 0JJHOC ABOJHOT MHTErpajia u penaiyje nopehema.

1) Heka je P(D) noBpinna ckymna D. Tana je

UD dxdy = P(D).

2) Akoje D* € D ckyn Koju uMa MOBPIIMHY M ako je (¢yHKIHja f uHTerpadmiHa Ha D, Tana
je ¢dyHkmuja f wHTerpabwiIHa B Ha cKymy D™,

3) Ako je ¢ynkmuja f mHTerpabuiaHa Ha ckymmy D koju je yHuja ckymoBa D; u D, KOju uMajy
NOBPIIMHY W YHMjU j€ TpecjeK CKyN MOBPIIMHE Hyna, Tajaa je (yHKIWja f HUHTerpabuiaHa U Ha
ckynosuMma Dy u D, u Bpujeau

JfD fCx, y)dxdy ZJD f(x,y)dxdy +J f(x,y)dxdy.

D,

4) Axo cy ¢yHkugje f U g uaterpadbmnHe Ha D, tanaje pynkumja af + g, a,f € R, takohe
uHTEerpabmiHa Ha D U BpUjeau

ij (af (x,y) + Bg(x,y))dxdy =a HD f(x,y)dxdy + B ij g(x,y)dxdy.



OCOBHUHE ABOJHOI UHTEI'PAJIA

5) Axo cy pyukiuje f u g uarerpadbunne Ha D u ako je f(x,y) < g(x,y), (x,y) € D, tana je

ffD f(x,y)dxdy < ff])g(x,y)dxdy.

6) Ako je dyHkyja f naTerpadbmiHa Ha D, Tana je u pyHknuja |f | uaTerpadbunna Ha D u BpHjenu

< j j £ (x,y)ldxdy.

| f £ (x,y)dxdy

7) Axo je pysaknuja f(x,y) HeHeraTUBHA u nHTerpadwiHa Ha D u ako je D* € D ckym koju nma
MOBPIINHY, TaJa j€

f D*f(x,)’)dxdyﬁ j fD f(x,y)dxdy.

Ipumjep 4.2. JlokazaTu HEejeTHAKOCT

2 jj dxdy ,
— < . <m
3 p cos?x + sin?y +1

rgjeje D ={(x,y):0<x<m 0<y<m}

Pjewerne: ®ynkimja
1

cos?x + sin?y + 1

flx,y) =

je HenpekuaHa Ha D ma je Ha ocHOBY Teopeme 4.3 u unTerpabunana Ha D.



OCOBHUHE ABOJHOI UHTEI'PAJIA

ITomrro je
1 <cos?x +sin*y+1<3
n1006H1jamMo
1/3<f(x,y) <1

1 KopuITheleM MOHOTOHOCTH JIBOJHOT MHTErpaia (ocoouHa 5)) 1001MjaMo HejeJHaKOCT

g | axdy< || reoyardy< [| dxdy

U3 ocobune 1) pBojHor mHTerpana je | fD dxdy = P(D) = m? na yBpIITaBambeM y HOCbEIbY

HEJeTHAKOCT TI00HjaMO TpakKeHy HEJeTHAKOCT. {

JloxazaheMo casia pe3ysTar o Cpe/ilb0] BPUJEITHOCTH MHTETPATTHOT payyHa 3a JBOJHU UHTETpall.

Teopema 4.5. (Teopema o cpenmoj Bpujennoctn) Heka cy ¢ynukyuje f v g unmeepabunne na
sameopenom u o2paruyerom ckyny D, npu uemy je g(x,y) =0 (g(x,y) <0) 3a (x,y) €D, u
nekaje m = inf f(x,y), M= sup f(x,y).Taoa nocmoju u € [m, M] maxae oa je

(x,y)eD (x,y)eD
j fD f&x,y)g(x, y)dxdy = p f jD g(x,y)dxdy. (4.1)
Axo je ¢pynkyuja f nenpexuona na D, maoa nocmoju mauxa (c,d) € D maxesa Oa je
JJ feeIateydxdy = fee.a) || gteydxdy. 42)



OCOBHUHE ABOJHOI UHTEI'PAJIA

Crasmpajyhu y Teopemu 4.5 naje g(x,y) = 13a (x,y) € D, nobuja ce cipeacha mocpeauria.

HMocwenuua 4.1. Hexa je @yuxyuja f ummeepabuina na D u nexa je m= inf f(x,y),
(x,y)€D

M = sup f(x,y).Taoa nocmoju i € [m, M| maxas oa je
(x,y)eD

ﬂD f(x,y)dxdy = pP(D).

Axo je pynxyuja f nenpexuona na D, mada nocmoju mauxa (c,d) € D makea oa je

|| reeyyandy = rec.rp) (4.3)
D

Axo je ¢yHkIMja f HeHeraTuBHA, OHJA jeAHAKOCT (4.3) uma
T€OMETPHUJCKY HHTEPHpPETAl]y aHAJIOTHY TIE€OMETPUjCKOM
TyMauewhy TEOPEME O CPEelbO] BpUjEIHOCTU 3a ojapeheHu
HUHTETpaJl.

U3 jennakoctu (4.3) caujenu na mocroju tauka (¢, d) us D
TaKBa JIa j€ 3apeMuHa IUINHAPUYHE MOBPIIY Ca OCHOBOM D
u BucuHOM f(c,d) jemHaka 3alpeMHHHM KPHUBOJMHHU]jCKOT
MUIMHAPA OTPAaHUYCHOT ca CKynoMm D, IUJIUHIPOM YHje CY
W3BOJIHMIIC TMapajieHe Z —OCH U TIpoJiaze TpPaHUYHUM
Tauykama ckyna D u gujenoMm moBpiu zZ = f(x,y) KOju ce

OpTOroHAJIHO TIpojekTyje Ha D, Cnuka 4.3.

Ciauka 4.3

10



4.1.3. OapebuBame ABOjHOT HHTErpaJia

OnpehuBame NBOJHOT MHTErpayia C€ CBOJM HAa M3padyHaBame oApeheHux MHTerpana KoJ KOjux Cy
WHTEpBAJIU WHTErpalyje TeHEepUCaHu CKymnoMm (MOJpydjeM) HUHTErpaiuje ABOJHOI MHTErpasa.
ITocmaTpamo HajjeTHOCTAaBHU]U CIIy4aj, Tj. Kaja je MoJpyyje MHTerpaluje NpaBOyraoHuK.

Teopema 4.6. Heka je ¢pyuxyuja f(x,y) unmeepaburna na npasoyeaonuxy R = [a,b] X [c,d].
Axo 3a ceaxo x € [a, b] nocmoju oopehenu unmezpan

d
1(2) = j FQy)dy

Lbl(x)dx = Lb (Ldf(x,y)dy) dx
1= || feoydxdy = | b ( | df(x,y)dy> dx.

®dopwmyna 3a oapehuBame nBojHOT MHTErpana u3 Teopeme 4.6 ce 0OMYHO 3amKCyje Y OOIHUKY

ja b ( j “rx, y)dy) dx = f e f ey,

maoa nocmoju u uHmezpai

u npu mome je

11



OAPEDHBHUBAILE BOJHOI UHTEI'PAJIA

Axo y Teopemu 4.6 mnpomjeHJbHBE X U Y 3aMHjeHEe yjore, noodujamo cibenehy dbopmymny kojy Takohe

KOPUCTHMO 3a ofpehuBame TBOJHOT UHTETpajia 1o MPaBOyraoHUKY R.

Teopema 4.7. Hexa je ¢pynxyuja f(x,y) unmeepabunna na npasoyeaonuxy R = [a,b] X [c,d].

Axo 3a céako y € [c, d] nocmoju oopelhenu unmezpan

b
&) = j f G y)dx,

d](y)dy = d bf (x,y)dx | dy
[row=] (]

maoa nocmoju u uHmezpa.

U 8pujeou

ﬂRf(x,y)dxdy=jcd(jabf(x,y)dx)dy:deyjabf(x,y)dx_

IIpumjep 4.4. 1M3pauynatu nHTErpan

ff x2ydxdy
R

raje je R mpaBoyraonnk 2 <x <4, 1<y<4

Pjewere: Vcnymene cy mpernocTaBke 3a npumjeHy Teopeme 4.6 jep je ¢ymkumja f(x,y) = x%y

uHTErpabmiana Ha R u 3a cBako X € [2,4] mocroju uHTErpa

4
J x2ydy.
1

12



OAPEDHBHUBAILE BOJHOI UHTEI'PAJIA

To 3Hauu 1a MOCTOjM U IBOJHU UHTErpan ¢pyHKnuje f Ha R u Bpujeau
4

, 4 , 4 4 , y2 4 15 4 , 15 /3
nydxdy=fxdxfydy=jx — || dx =—| x“dx =—\|—=]| = 140.
R 2 1 2 2 1 2 2 2 3 2
Takole, momTo 3a cBako y € [1,4] mocToju uHTErpa
4
.[xzydx
2
3a/1aTak CMO MOTJIU ypaauTHu u npuMjeHoMm Teopeme 4.7. Y ToM ciyuajy je
4 4 N 56 (4 56 (y? 4
ﬂ xzydxdyzj dyJ xzydxdyzf yl=|| dx=—| ydy=—(=|| =140. ¢
R 1 2 1 3 3 )1 3\2
2 1

JIBOJHE MHTErpajie MOKEMO U3pauyHATH U y CIy4dajy Kaja
je MmoJipydje MHTETpaluje CI0KEHU]e O] MPaBOyTaOHHUKA.
Kana je

D={(xy):a<x<bgkx) <y<h()} (44)

raje cy g u h HenpekuaHe GyHKIHMje Ha cerMeHTy [a, b]
= (Cmuka 4.5), Taga ce nBojun uaTerpai oapehyje momohy
L a b cibenehe Teopeme.

Ciauka 4.5
13



OAPEDHBHUBAILE BOJHOI UHTEI'PAJIA

Teopema 4.8. Hexa je pynxyuja f (x,y) unmeepabunna na cxyny D obauka (4.4). Axo 3a ceaxo x €

[a, b] nocmoju unmezpan
h(x)
I(x) = f(x, y)dy
g(x)
maoa noCcmoju u uHme2pa

b b/ ~h(x)
J I(x)dx=J ( f(x,y)dy) dx

gx)
u npu mome je

ffu f(x,y)dxdy = Lb< h(x)f(x,)’)dy> dx = Lb dx fgh(x)f(x, y)dy.

gx)

Jloxaz: TlocmaTpajMO TIpOM3BOJbAH MPABOYTaOHHK R =
[a,b] X [c,d] omumcan oko ckyma D d4uje cy cTpaHe
napajieiHe KoopauHaTHUM ocama, Cnuka 4.6.  OBakaB
MPAaBOYraOHUWK TOCTOJU TOMTO je cKyn D orpaHuyeH.
JeduHummmMo Ha npaBOyraoHUKy R GyHKUH)Y

had _ f(X,}’), (.X',y)ED
fxy) _{ 0, (x,y)ER\D

Kopucrehu ocobuny 3) aBojuor unterpana u Teopemu 4.6
no6ujaMo

(x)

(4.5)

d R y = h(x)
D
M
c :
1 1 £
a b
Ciauka 4.6
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OAPEDHBHUBAILE BOJHOI UHTEI'PAJIA

flx,y)dxdy = || f(x,y)dxdy = b df(x,y>d;v dx.
D R a Cc

Jlasbe mMamo

g(x) h(x) d

d h(x)
[ Feway =" fendy+ | fandrr | fandy=[  randy
c c g(x) h(x) g(x)
onakye nooujamo popmyiy (4.5). Teopema je nokazana. O
v CnyuaH pe3yaTaT MMaMo U Kaja ce Hopydje uHrerpanuje D

MOX€E MPEJICTABUTH Y OOJIUKY

D={(xy):c<y<d p(y)<x<q®)} (46)
Tana je

_UD f(x,y)dxdy = jcd dy jp(z::)f(x, y)dx. (4.7)

Cauka 4.7

Yxkonuko ce D He MOXKe NpeacTaBUTH Ha jemaH oj HauumHa (4.4) wim (4.6), Taga je morpeOHO
TIOUjCIUTH CKyll D Ha KOHAYHO MHOTO TToa001acTu ooauka (4.4) v (4.6). Y ToM citydajy HHTETrpaj
o D ce Ha ocHOBY ocoOuHE 3) ABOJHOT MHTEerpaja Jo0uja Kao 30up MHTETrpayia Mo IMoa00IacTuMa
n00UjeHUM TaKBOM TojijesioM ckyma D.

15



OAPEDHBHUBAILE BOJHOI UHTEI'PAJIA

Ipumjep 4.5. VI3amujeHuTn nopeak HHTErpaluje y HHTerpaty

1 2—x
I = j dxj f(x,y)dy
0 x
raje je f (x,y) uarerpabuina QyHKIHja Ha OAPYY]jy HHTErPaIHje.
Pjewere: Tloapydje uaTerpamnuje je \ Yy

D={(x,y):0<x<1 x<y<2-—x} ONY=2—1

Jla GucMo MpOMHUJEHWIM TOpenaKk uHTerpamuje, D
Tpeba mpeacTaBuTu y o0nuky (4.6). YouaBamo 1a je

D5
y ToM ciy4ajy D ynuja asuje nopodnactu Dy u D, -
KOJ€ HEeMajy 3ajeIHUYKUX YHYTpallbUX Tadaka
(Cnuka 4.8), na je u3 ocoduHe 3) IBOjHOT MHTErpaia D,
I = f f(x,y)dxdy +f f(x,y)dxdy.
Dy D, Y= .

Jlasbe W3 jeqHayMHA TPaBUX YV =X U Yy =2 —X
M3pakaBaMmo X Kao GyHKIHU]Y O1 V-

BN

Ciauka 4.8

X =Y, OOHOCHO X = 2 — Y.

Cana npumjenom popmyiie (4.7) nobujamo
2-y

I = _[01 dyjoyf(x,y)dx+]12 dy f(x,y)dx.

0

16



4.1.4. CMjeHa IpOMjeH/bUBUX Y ABOjHOM UHTErpaay

[Momjena ckyma D Ha ckynoBe oOnwka (4.4) wim (4.6) y ommreMm ciydajy Moxke Jna Oyne
KOMIUIMKOBaHa. 3aTo ce 3a oapehuBame IBOJHUX HHTErpaja KOPUCTH CMjeHa IPOMjEHIJbUBHUX
(yBohewe HOBUX MPOMJEHJBMBHUX) KOJUMa CE€ IOje€HOCTaBJbyj€ MOJIUHTErpaiHA (PYHKIU]ja W/ WIH
No/pyyje UHTErpaiyje.

Ananoron gopmyie 3a cMjeHy IIpoMjeHsbuBe y oxpehenom unterpany y R? tpancdopmuiie 1BojHH
uHTerpan Gyukuuje f Ha ckyny D y xy —paBHU y IBOJHM UHTETpaj HOBe QpyHKIuje F (u, v) Ha cKymy
D* w3 uv —paBuu. CMjeHOM MPOMjEHJBMBHUX Yy JIBOJHOM HHTETpajdy Takohe ce Mujemajy Hu
noAuHTEerpanHa (yHKIUja U moapydje uHTerpanuje. I{usb yBohema cMjeHEe MPOMJEHJBHUBUX KO
JIBOJHUX MHTErpaJia je yriiaBHOM Ipejia3ak Ha HOBO J€THOCTaBHHU]E MOAPYYje UHTETpaIlHje.

AN

u

Cauka 4.11

YmMmjecTo QyHKIIH]E jeTHE TPOM]JESHIBUBE Cajla *MaMo JIBH]j€ (YHKIIH]€ KOje MOBE3Y]y KOOPJIUHATE X U Y
ca HOBUM KOOpAMHATaMa U U V.
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CMJEHA IIPOMJEH/bUBUX Y IBOJHOM UHTEI'PAJIY

Hexka je nato npeciivkaBame
x=xwv), y=yuv) (4.8)

W HeKa je D cKyn y uv —paBHH KOJH CE€ OBHM IPECIMKABAKEM CIUKa y ckyn D xy —paBHu, Ciuka
4.11. TlpermocTaBibaMo Jia je mpecirkaBame (4.8) od6ocTpaHo jenHo3HawHO, na je u3 (4.8) moryhe
U3pa3uTH U UV nomohy x U y:

u=u(xvy), v=uvixy).

OBoO IpecIrKaBamke je HHBEP3HO MpeCinKaBame npeciukaBamy (4.8) u mume ce ckyn D xy —paBHH
npecivkaBa y ckyn D* uv —paBHH.

[TocmatpahieMmo mpecnukaBamba Koa Kojux cy o¢yskiuje x = x(u,v), y = y(U, V) HEOPEKUIHO
mudepenuujadbmine Ha D, Tj. Koje MMajy HeNpeKuaHe mapiujaitne u3pojae Ha D™,

cI)yHKI_[I/IOHEU'IHa ACTCPMHUHAHTA

ox O0x
_lou av| _9xYy) (4.9)
](u:v) - a_y a_y _a(u’v)
du 0Jv

ce Ha3uBa JakoOHjeBa JeTepMUHAHTA * MU jakoOWjaH npeciaukaBama (4.8).

4 Carl Gustav Jacobi (1804-1851), memauku maTemaTu4ap
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CMJEHA IIPOMJEH/bUBUX Y IBOJHOM UHTEI'PAJIY

be3 mokasza HaBoauMO (HOpMYITy KOjOM Ce yCrocTaBsba Be3a u3mel)y unterpana ¢pyukuuje f(x,y) Ha
ckyny D u unterpana gpynkumje f(x(u, v), y(u, v)) na ckymy D*.

Teopema 4.9. (dopmyJia 3a cMjeHy MPOMjeH/bUBHX Y IBOjHOM MHTerpasy) Hexa je ¢hynxyuja
f(x,y) nenpexuona na cxkyny D u nexa cy ucnymwenu cvedehu yciosu:

1) npecnuxasarwe x = x(u,v),y = y(u,v) cxkyna D* y ckyn D je obocmpano jeonosnauno,
2) pynxyuje x(u, v) uy = y(u, v) cy nenpekuono oughepenyujadbunmne na D* u
3) J(u,v) # 0 na D*.

Taoa je

ff f(x, y)dxdy =ff f(x(w,v), y(w,v))|J (w, v)|dudv (4.10)
D *

Ipumjenda 4.2. Dopmyna (4.10) ce Moke KOPUCTHTH U aKO j€ YCIIOB JeTHO3HAYHOCTH IIPECINKaBamba
(4.8) Hapy1ieH Ha HEKOM CKyITy B3 D™ KOju MMa OBPIIMHY HyJIa WK aKO j€ jakoOHWjaH MmpecaIuKaBama
jeIHaK HyJIM Ha HEeKOM CKyny u3 D™ IoBpIIMHE HYyJIa.

VKOIHMKO je MO3HATO HMHBEP3HO npeciaukaBame U = u(x,y), v = v(x,y), oHIa ce 3a padyyHarbe
JakoOMjaHa MpeciIrKaBamba MOKE KOPUCTUTH U (hopMyIia

du Jdu

1 _0wv) _|ox dy (4.12)
Jw,v) ad(x,y) [0v OJv|
ox dy
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CMJEHA IIPOMJEH/bUBUX Y IBOJHOM UHTEI'PAJIY

IMpumjep 4.8. zpauyHaTu uHTETpaj

I = HD(Zx — y)dxdy

raje je ckyn D orpaHudeH JIMHMjama
x+y=1, x+y=2, 2x —y =1, 2x —y = 3.

Pjewere: 3a nupexTHy npumjeny Heke o hopmyna (4.5) uiu (4.7), Tpedano Ou oIpeAUTH MPecjeuHe TauKe
JaTUX TMpaBUX a 3aTUM HMHTErpajg payyHaTu kao 30up uHTerpana. Ha Cnumum 4.12 npukaszaHe cy Tpu
noaoOnacTu ckyna D koje 6u Tpebano mocmarpatu 3a npumjeHy (opmyne (4.5). CnuuHa je cuTyaruja
YKOJIMKO C€ IPOMHjEHH MOpeIaK HHTerpaluje u npumujern hopmyia (4.7).

z+y=1 T+y=2
u

Cauka 4.12
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CMJEHA IIPOMJEH/bUBUX Y IBOJHOM UHTEI'PAJIY

Jla mojeTHOCTaBUMO TOAPYYje UHTETPaIIH]e, YBOAUMO CMJEHY IMPOM]CHIBUBUX
x+y=u, 2x—y=v
KOjOM ce cKyIl D ciuka y mpaBOyraoOHHK
D*={(w,v):1<u<21<v<3}
Jep ce mpase

x+y=1, x+y=2
CJIMKAJy Yy TpaBe

PECIIEKTHBHO, a IIpaBe
y TpaBe

pecnekTuBHO, Cnuka 4.12.

IMTomro je mpecnukaBame obmmka u = u(x,y),v = v(x,y), 3a oapehuBame jakoOHjaHa NpeCIUKaBarba
kopuctumo opmyiry (4.11):

1 _|1 1
Jw,v) 12 -1

3a noguHTerpainy GyHKIHU]y UMaMo

1
|=-3=l@wl=z

f(x(u, v), y(u, v)) =2x—y =".
Cana u3 popmyre (4.10) nobujamo

1 1 (2 3 4
I=Jf(2x—y)dxdy=—ﬂ- vdudv=—f duf vdv ==. 0
21



4.1.5. IlosrapHe KoopauHaTe

v (x,y) AKO ToAuHTerpajgHa QpyHKIMja WIK jeJHaYnHA(e) TpaHUIE CKyIa
MHTerpanyje cajapxe uspas x2 + y2, raga ce onpehupame IBOjHOT
HHTETpajla  4Y€CTO  II0jeAHOCTaBJbyje  yBOhEeHEM  HOBHUX
IIPOMjEHJbUBUX T U 6, KOj€ Ha3UBaMo MOJapHe KOOPAUHATE.

rsind

Y reoMeTpHujCKOM CMUCIY, " TIPENICTaB/ba yIaJbeHOCT TauKe Uuje
cy koopaunate (x,y) 01 KOOpAMHATHOT MOYETKa, a 6§ yrao Koju
pajMjyc-BeKTOp TayKe Ipajad ca TO3UTUBHUM JIUjEJIOM X —OCE,
Crnuka 4.13. ['eomeTpujcKu OMMC HOBUX MPOM]CHIBUBHX N€(PUHUIIIES
reosé *  Beszy n3Melyy mpaBoyTJIMX M MOJApPHUX KOOPIUHATA

e

Cauka 4.13

Jlakiie, mpeciukaBame KojuM ce ckyrn D* = {(r,0)|r =0, 0 < 6 < 2w} rO —paBHH pecIUKaBa y
ckymn D = RX R xy —paBHu je

X =rcos0, y = rsinf. (4.12)

[TpoBjepumo n1a j1u cy 3a npeciukaBame (4.12) ucnmymeHe MPeTnocTaBKe 3a CMjeHY MPOM]EHIbUBUX U3
Teopeme 4.9.

Youumo Ha mouerky ga cy Qyskumje x(r,0) =rcos, y(r,0) = rsin@ HenpekuaHO
mudepenunjadbunne Ha R?. Tlpecnukasame (4.12) je o6ocTpano jeqHo3HA4YHO ako je T > 0 u ako O
orpannuumo Ha untepan 0 < 6 < 2.
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IIOJIAPHE KOOPIUHATE

Jlasbe, 3a jakoOHujaH mpeciuKaBamba UMaMo

Jdx Ox
. ar 00 __|cos@ —rsinf| _
J(r,0) = dy dy ~ lsin@ rcosf |
Jr 06

naje J(r,0) + 0 ako je r > 0.

IIpema Tome, ycioBu u3 Teopeme 4.9 cy HapyllleHU Ha CKyIy Tadaka 3a koje je ¥ = 0 unu 6 = 2.
Kako oBaj ckyn Tauka uma MOBPIIMHY HyJa, Ha OoCHOBY [IpuMjende 4.2 3akbydyjeMo 1a MOXKEMO
npumujeaut  popmymny (4.10). lakne, ¢opmyna 3a CMjeHy MNPOMJEHJBUBUX Y TIOJIAPHUM
KOOpJIMHaTama je

_U f(x,y)dxdy =j f(rcos8,rsinf)rdrd®. (4.13)
D D*

v 0 JacHo je na ce mpecnukaBameM (4.12) kpyr

D ={(x,y): x* + y? < a?}

Cnuka4.14 a) u 6), u 300r TOTa Ce OBa CMjeHa
»  YECTO KOPHMCTH KaJa Ce y IpaHHUIlaMa CKyIa

f \ : IIPECITMKaBa Ha MPaBOYTaOHHUK
K/ z D*={(,0):0<60<2nA0<7r <a}

a MHTErpalyje MnojaBbyje nzpas x2 + y2.
a) 0)
Cauka 4.14
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IIOJIAPHE KOOPIUHATE

Ipumjep 4.9. zpauyHnatu uHTETpaj

Jf In(x? + y?)dxdy
D

raje je D: e? < x% +y% < e*.

Pjewere: Tlonpydje unterpanuje je kpy>kuu npcred, Cnuka 4.15.

YBoAUMMO MoOJIapHE KOOPJAUHATE: .

x =rcosf, y=rsind, J(r,0)=r.

Taga ce KkpyxHu npcreH D ciuka Ha _

IIPaBOYTA0HUK /’
\_

D*={(,0):0<0<2m AN e<r<e?l

Jlobujamo

A}
Jee

_______

I = ﬂ In(x? + y*)dxdy = ﬂ rinr? drdf =
D *

Cauka 4.15
2

21 e? e
2[ dQ.[ rlnrdr = 471[ rinrdr = me?(3e? — 1).¢
0 e e

Hpumjep 4.10. M3pauynatu naterpan

ﬂ (x? + y*)dxdy
D
raje je D: x% + y?% < 4x.
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IIOJIAPHE KOOPIUHATE

Pjewerve: Tloapyyje uaTErpalivje je Kpyr NoMjepeH 1o X ocH
(x —2)*+y2 <4,
Cnuka 4.16. YBoauMo mojiapHe KOOpAuHaTe
x =rcosf, y=rsinf, J(r,0)=r
Y YBPIITABAKEM Y JETHAYMHY KPYKHHUIIE J0OHjaMO jeJHAYMHY KPY)KHHUIIE Y

» INOJIApHHUM KOOpJHHATaMa

r = 4cosé6.
T

[Tomro je r = 0, ogaBae nobujamo cosf = 0 T1j. —% <6< .

YounMo Aa cMO HCTH 3aKJby4aK MOIJIM U3BECTH U HA OCHOBY CIIMKE Kpyra D,
jep ce D Hanaszu y nosypaBau x = 0. Jlakie, rpanunie 3a 6 ur cy

n'<:9 <:n 0<r<4cosf
> =v=5y <71 < 4cosb.

Ciauka 4.16

Nmamo

w ™

% 4cos6 7 2 1 + cos40
I = ﬂ r3drdo = ]ndej r3dr = 64_/11 cos*0do = 32[ <1 + 2cos20 +T) do = 24m.
* —_ 0 —

0

[TpuMHjeTUMO Ja CMO 3aJ1aTak MOTJIM YPaJIUTH U yBohemeM MmoMjepeHuxX MoJJapHUX KOOpANHATA
x—2=rcosd, y=rsing, J(r0)=r.
Y Tom cnydajy je cnuka ckynma D mpaBoyraonuk D*:0 < 0 < 2w, 0 <r <2, a 3a NOAUHTErpajHy
GyHKLH]Y UIMaMO
f(2+ rcosh,rsinB) = (2 + rcosf)? + r2sin?6 = 4 + 2rcosf + r2.
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IIOJIAPHE KOOPIUHATE

Jlaxkiie,

2T 2 2T 8
I = f dej (4 + 2rcosO + r¥)rdr = J (8 + §C059 + 4) do = 24m. ¢
0 0 0

Ako mnojauHTerpaiHa (yHKIUja WU v
jenHauuHa(e) rpaHulLe nojapy4ja
WHTErpalyje caapxe u3pas b D*

xZ 2
_2 + y_) D
a? b2 z

. a
onpehuBame JBOJHOT MHTETpasia Ce€ MOXKE
M0je€THOCTAaBUTH YBOHEHEM YONIITEHHUX
1

MOJIAPHUX KOOPAUHATA 7" U O

Cauxka 4.17
X = arcoso, y = brsinf.
Tana je
J(r,0) = abr
a purypa orpaamdena enurncom (Cruka 4.17)
x?  y?
2=l

Ce CIMKa Ha IIPAaBOYTAOHHK
D*={(r,0):0<0<2nA0<r<1}

(4.14)
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4.1.6. [IpuMjeHe ABOjHUX UHTErpasia

* OapebuBame noBpmvHe GpUrype y paBHU

N3 ocobuHa JBOJHOT MHTETpajia UMaMo Ja je

ﬂD dxdy =P(D)

rAje je D orpaHU4YeH CKYIl Y Xy —paBHU KOja UMa MOBPIIHUHY.

Ipumjep 4.11. U3pauyHatu noBpiinHy (purype orpaHuueHe JuHujama

x =4y —y?, x+y=6.
y—6—a Pjeweme: Tlogpydje uHTErpaiyje je OrpaHHYCHO MPABOM X +
' | y = 6 u mapabonom x = 4y — y?, Cnuxa 4.18. ¥V oBom ciny4ajy
3amarak hemo ypaautu kopuithemem dopmyne (4.7), jep 6u 3a

npuMjeHy ¢opmyie (4.5) Tpebamo u3pa3uTH y W3 KBaJpaTHE
jenHaunHe (jenHauyrHe mapadosie) MITO YCI0XKHhaBa pjelllaBame.

3 4y—y?
P(D) = jf dxdy =j dyJ dx =
D 2 6-y
3 1

) : | HMmamo
. j 5y —y2—6)dy ==. ¢
) 3

______________________________________________________

:c:4'y—g,f2

3! 1
Ciauka 4.18
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INTPUMJEHE IBOJHUX UHTEI'PAJIA

Ipumjep 4.12. U3pauyHaTu NoBpIIMHY (PUTrype OrpaHUYEHE JIMHHA]aMa

xy =1, xy = 3, y:=x,  y*=2x.

Pjewerve: 3a nupekTHO oapehuBame MHTErpaga moTpedHo | Y
j€ OJPEIUTH IpEecjeuHe Tayke AaTUX KPUBUX U HMHTErpal
pauyHaTh Kao 30uUp WUWHTerpajga Mo oAroBapajyhum
nogobnactuma (Cnuka 4.19). 3aTo 1M0jeIHOCTABIbY]EMO
MOIpyYje MHTETpaIyje MOMONy CMjeHE MPOM]ECHIBUBUX

Xy =1u —=v
y . "

KojoM ce D ciMka y npaBOyraoHHMK

D*: 1<u<3, 1<v< 2.
Cauka 4.19
Jlasbe je
1 yoox 2
2
=| y° 2y|=—=3v=>|J(u,v)|=—.
Jwv) |-= —
X X
Nmamo

o) = [[ axay =1 [ Lauaw =L [“au [Law=2me.
—ny—3 D*vuv—glulvv—gn.
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ITPUMJEHE IBOJHUX UHTEI'PAJIA

% OapehuBame 3anipeMHHe TUjeJ1a

Ciauka 4.20. Ciauka 4.21

W13 nedunannmje 1 0COOMHA JBOJHOT MHTETpalia HeHeraTuBHE HHTErpaduine Gpyuknuje f(x,y) na D
nobujamo naa je 3anpemuna tujena T = {(x,y,2):0 < z < f(x,y), (x,y) € D}, Cnuka 4.20, jennaka
ABOjHOM MHTerpany ¢ysakuuje f Ha D, Tj.

v = | f £, y)dxdy.
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INTPUMJEHE IBOJHUX UHTEI'PAJIA

Axo cy dyukimje hy(x,y) u hy(x,y) "Henpekuane Ha D u ako je
hl(x'y) < hz(xJ’)» (x,y) €D

TaJia je 3anpeMuHa Tujena orpannyeHor rpadunmma ¢pyukiuja hy u h, (Cnuka 4.21) nata ca
V(D) = | tay) = b y)dxdy.
D

Ipumjep 4.14. U3pauyHaTu 3anpeMHUHy THjejia OTPaHUYEHOT MTOBpIIMMA
z=2+y?% x*+y?=2 z=0.

Pjewere: unuagap x% + y% = 2 je 0103710 OrpaHdyeH ca
paBHU z = 0, 2 0JJ03T0 LMIMHIPUYHOM IOBPIIHU Z = 2 + 2
4Hje Cy U3BOJIHUIIC TapayienHe X —ocu, Cnuka 4.22. Mimamo

V(T) = ﬂD(Z + y3)dxdy

rajeje D kpyr x%+y? <2, z=0.
Ckyn D ce y TNONapHUM KOOpJAMHaTaMa ClIMKa Ha
npasoyraonnk  D* ={(r,6):0 <0 <2mr A0 <7 <2},

na je

Ciauka 4.22

2m V2 2m 1 — cos26
V(T) = J dB.I (2r + r3sin?0)dr = J (2 + T) df = 5m.¢
0 0 0
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INTPUMJEHE IBOJHUX UHTEI'PAJIA

X O,apel')uBaH:e MacCe, KOOpAUHATA HEHTPA TEXKe U MOMEHATA mleplmje Iioue

ITocmaTpamo TaHKy 104y KOja MMa 00JIMK paBaHCKe ¢urype D ca ryCTUHOM MaTepuje pa3MaszaHe o
toj wioun p(x,y). AKo je maoya XOMOIeHa, Tj. aKO je HEeHa I'yCTHHA KOHCTAHTHA, Tajga jeé Maca
Matepuje pazMaszane Ha D jeHaka Mpou3BOAY MOBPIIMHE IJI0Y€ U KOHCTAHTHE TYCTUHE. AKO I'yCTHHA
HHUJj€ KOHCTaHTHA, TajJa ce Maca IJio4e pauyHa 1no GopmMyiu

m(D) = j jD p(x,y)dxdy.

IlenTap Texke mwiodye D koja uma ryctuny p(x,y) je Tauka (X, y) 4nje cy KOOpauHaTe

1 1
= j jD xp(oy)dxdy, = j jD yo(x,y)dxdy.

AKO je TI04a XOMOTeHa, Taja je

_ k[ xdxdy 1
* Tk dxdy ~ P(D) ﬂ,)xdxdy '

Amnajorso ce z[061/1ja 3a KOOpAUHATy _')_/, Ima Cy KOOpAWHATEC NCHTPA TCKEC XOMOI'CHC IIJIOYC JaTC Ca

f=%ﬂDxdxdy, 7=%JLydxdy.

MomMeHAT UHepUMje MaTepHjaIHE TaykKe y OJHOCY Ha Taudky (TpaBy, paBaH) je jeIHAK MPOU3BOAY

Mace Tauke (mpaBe, paBHM) U KBajJpaTa HEHOT pacTojama o]l Te Tadyke (mpaBe, paBHU). MomeHar
MHEpILIM]e CUCTEMa MAaTepHjaTHUX Tayaka jeJHaK je 30Mpy MOMEHAaTa UHEPIM]e TUX Tadaka.
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INTPUMJEHE IBOJHUX UHTEI'PAJIA

Tako cy MOMeHTH MHepuHMje mio4e D y oqHOCy HAa X, OJHOCHO Y —OCY [1aTH ca

I = ﬂ yip(x,y)dxdy, I, = ﬂ x%p(x,y)dxdy
D D

PECIIEKTUBHO, JIOK j€ MOMEHAT MHEPIIUj€ Y OJHOCY Ha KOOPAMHATHU MOYETaK jeTHAK

o= jD (2 + y2)p(x, y)dxdy.

Ipumjep 4.16. Onpenutn KoopauHaTe LeHTpa Texe mioue D:x%2+y2 <1, x>0, y =0 koja uma
ryctuny p(x,y) = x? + y2.

Pjewere: Imamo
1 _ 1
X = —ffx(xz + y)dxdy, y= —ff y(x? + y?)dxdy
mJJ, mJJ,
raje je D deTBpTUHA JeMIMHUYHOT Kpyra KOJU Ce Haja3u y IPBOM KBaJIPaHTy. 3a Macy Iioye uMaMo

T

A
r 1
m= .Up(x,y)dxdy = ff (x? + y?)dxdy = jz d@j r3dr = —
D D 0 0 8

Koopaunare 1ieHTpa Texe cy
A

8 8 2/ (1 8
X = —ﬂ x(x? + y?)dxdy = —j <f r%os@dr) dg = —,
)l TJy 0 5n

T

8jj 2+2dd—8j7f14'9d d9—8 0
- Dy(x y)xy—ﬂ0 Orsm T =T

y
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4.2. TPOJHU UHTET'PAJI

4.2.1. [lepuHuIMja TPOjHOT UHTErpaia

IIpommpyjeMo KOHIIENT YBOhema MHTErpajia Ha ciiydaj Kaja je MoJipyyje MHTErpalyje 3aTBOPEH U
orpaHuyeH ckyn y npoctopy. [locmarpamo ¢yukiujy f(x,y, z) Koja je orpaHudeHa U nepuHUCcaHa
Ha 3aTBOPEHOM M OIpaHUYEHOM CKymy (moApyyjy nedpunucanoctu) T koju uMa 3anpemuny. Jla oucmo
neduHucany nojjeny ckyna T, Ha MOYETKY YBOJHUMO M0OjaM CKyTa 3alpeMUHE HYyJIa.

Kaxxemo fa ckyn nma 3anpeMuHy HyJIa ako 3a cBako € > (0 mocToju paMuiivja KOLKHU TaKBa J1a YHH]ja
KOILIKU U3 OBe (haMIIIdje CaAp KU Taj CKYII U Ja 3anpeMuHa oBe yHuje Huje Beha ox €. [lokasyje ce ga
HOBPIII Koja je rpaduk Henpekuane pyukuuje z = f(x,y) Ha ckyny D nMa 3alipeMuHy HyJIa.

Heka je P nogjena ckyna T € R3 na n aujenosa (nogo6nactu) Ty, T, ..., T, TakBa na ckynosu T;
MMajy 3alpeMuHy, J1a je MPEeCjeK cBaka JBa OJ1 TUX CKYIIOBa 3allpeMUHE HyJIa U J1a je

LnJTi =T A V(T) =zn:V(Ti).

Hekaje d(Ty) = sup d(M,N).3anozajeny P nebunuiiemMo napamMerap moajesie
M,NETy

AP = max, d(T)

N3abepumo y cBakoj mogo0iactu Tj, Mpou3BoJbHY Tauky & = (Xk, Vi, Zr), kK = 1,2 ...,n. Ckyn
tauaka & = {&1,&,, ..., &, } Ha3MBaMoO CKynm MCTAKHYTHX Ta4aKa Koju oarosapa moxajenu P. Ha oBaj

HAYMH ce 100Mja moajesia CKyla ca HCTAKHYTHM TaykaMma Kojy o3HadaBamo ca (P, §).
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JEO®UHULIMJA TPOJHOT UHTETPAJIA

dopMupajMO HHTErPAJIHY CYMY KOja OAroBapa JaToj MoIjesiu ca nCTakHyTuM Taukama (P, §):

o(f,P,§) = ) FEI V(T
i=1

HNedbununmja 4.2. Hexa je pynkyuja f (x,y, z) oepunucana na 3ameopeHom u 02panuiyeHoM CKyny
T c R3. Axo nocmoju peanan 6poj I maxae da 3a npoussomro € > 0 nocmoju § > 0 maxo da 3a
ceaky noodjeny ca ckynom ucmaxuymux mavaxa (P, &) xoja ucnyrasa ycnos A(P) < & epujedu

|O'(f,P,f)—I| <§,

maoda Kadicemo 0a je yuxyuja [ unmezpadbunna na T u 6poj | nasusamo mpojuu unmezpan
dyukyuje f(x,y,z) na ckyny T, npu uemy KOpUcmumo 03HaAKY

I = ff f(x,y,z)dxdydz.

[ToTpe6HN, OAHOCHO TOBOJHHU YCIOBH 3a MHTerpaduiaHocT ¢yHKuuje f(x,y,z) Ha ckyny T Cy CIUYHH
yCIIOBUMa MHTErpaOMIHOCTA (PyHKIMja jeJHE MNPOMJEHJbMBE HA CErMEHTY, OJHOCHO (YyHKIHjEe JBH]jE
MPOMjEHJbUBE Ha CKYMy y paBHU. Tako je orpannyeHocT pynkumje f(x,y, Z) norpedaH ycjioB aa 6 oHa
OnJjia mHTerpaduiIHa, Tj. ako je ¢byHKuMja uHTerpabuina Ha T, oHAa je oHa orpanudena Ha T. Takobe,
OrpaHMYEHOCT PYHKIIM]€ HU]j€ IOBOJbAH yCJIOB J1a OM (yHKIIMja Ouiia MHTErpaduiIHa

VY morneny MOBOJFHUX YCJIOBA 3a MHTErPAOMIIHOCT (PYHKITH]E, U KOJ TPOJHUX WHTErpasia j¢ HeMPEeKUAHOCT
dyukuuje f(x,y,z) Ha T 10BO/baH YCJOB 32 MHTErPaOMIIHOCT, Tj. CBaka HempekuaHa pynkiuja Ha T je
uHTerpabuiHa Ha T. Takohe, yciioB HENPEeKUIHOCTH (PyHKIIM]jE HUJE U TTOTpeOaH 3a lheHy WHTETPaOUITHOCT

N MOKE a 6YJ1€ HapyHIICH Ha HCKOM CKYIIY Ta4daKa U3 T KOjI/I HMa 3alIpCMHHY HYlJIA.
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4.2.2. OcoOuUHEe TPOjHOT UHTerpasia

bynyhu na je mojaM TpojHOT MHTErpajia Ae(pUHUCAH aHAJIOTHO MT0jMOBUMA oApeheHor u 1BOjHOT HHTErpaia,
IIPUPOJIHO j€ OYEKUBATH JIa UMa CIIMYHE 0COOMHE Kao U JIBOJHU U ojapeheHn uHTerpai.

1) Heka je V(T) 3anpemuna ckyna T. Tazga je

fﬂ dxdydz = V(T).

2) Axo je T* c T ckyn koju nMa 3anpeMuHy U ako je ¢pyHkuja f uarerpadmiHa Ha T, Tana je pyHkuuja
f unrerpabunHa Ha T,

3) Axo je f uHTerpabmiHa Ha ckyny T KOju je oijesbeH Ha iBa nmojckymna T; u T, KOju uMajy 3alpeMUHY
Y YHjU je TIPECjeK CKYII 3alpeMuHe HyJa, Taja je f unrerpabunna u Ha T; u T, U Bpujeau

f j f(x,y,2)dxdydz = j j f(x,y,z)dxdydz + j J f(x,y,z)dxdydz.

4) Axo cy ¢yskmmje f m g uHTerpabuiaHe Ha ckymy T, Taga je pynkmuja af + Bg, a, [ € R,
takolhe uHTerpadunina Ha T W Bpujenu

.[HT(af+Bg)dxdydz = a.Uijdxdydz+,8jfngdxdydz.

5) Ako cy f u g uarerpabuine Ha ckyny T u ako je f(x,v,z) < g(x,y,z) na T, tana je

ﬂij(x, y,z)dxdydz < jUTg(x, y, z)dxdydz.
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OCOBHUHE TPOJHOI' UTHTEI'PAJIA

6) Ako je f unTerpabuiHa Ha ckyny T, Taaa je u ¢yHkuuja |f| unTerpabuina Ha T u Bpujeau

ﬂTf(x, y,z)dxdydz| < ﬂTIf(x, y,z)|dxdydz.

7) Axo je f HeHeratuBHa 1 nHTerpadmiHa Ha T u ako je T* C T ckyn KOju MMa 3alpeMHHY, TaJia je

f f f(x,y,2)dxdydz < f f j f(x,y,z)dxdydz.
7 T
Ipumjep 4.17. [lokazatu 1a BpyjeIn HEJeTHAKOCT

8 ze”

=< ff —dxdydz < 12e?

3 r X

rgjejeT ={(x,y,2):1<x<3, 0<y<2 2<z<3}

y
Pjewerve: Oyuxmja f(x,y,z) = % je menpekuana Ha T mia je u unterpadbunna Ha T. [Tomro je Ha T
2 zeY
—<— < 3e?
3 X

KopuiTthemheM MOHOTOHOCTH TPOJHOT MHTErpaia (ocobuna 6)) 1o6ujaMo HejeTHAKOCT

2 ze”
—ﬂj dxdydz < ff —dxdydz < 3e? jff dxdydz.

13 ocobune 1) tpojror unterpana je [[[. dxdydz = V(T) = 4 omakse 106ujaMo TpakeHy HejeHAKOCT.

Ha cinyaH HauumH Kao 3a JIBOJHHM MHTErpas JOKa3yje ce TeopeMa O CpPeArO0] BPUJETHOCTH HMHTErPATHOT
padyHa 3a TPOJHU UHTErpall.
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OCOBHUHE TPOJHOI' UTHTEI'PAJIA

Teopema 4.11 (Teopema o cpeamoj BpujenHoctn) Heka cy ¢pynxyuje f v g unmeepadbuine na T,

npuuemyje g(x,v,z) =20 (g(x,y,2z) <0) 3a (x,y,z) €ET unexaje m= inf f(x,vy,2),
(x,y,2)€ET

M= sup f(x,y,2). Taoa nocmoju u € [m, M|, maxas oa je
(x,y,z)€ET

ﬂTf(x, v,2)g(x,y,z)dxdydz = ,uUjTg(x, y, z)dxdydz.

Axo je pynkyuja f nenpexuona na T, maoa nocmoju mauxa (c,d, e) € T makea da je

JﬂTf(x, y,2)g(x,y,z)dxdydz = f(c,d,e) UjTg(x, y, z)dxdydz.

Crasspajyhn y nperxoanoj teopemu g(x,y,z) = 1, (x,y,z) € T, noduja ce cibeneha mocpeana.
Hocwenuna 4.2. Hexa je ¢yukyuja f unmeepabuina na T u nexa je m = inf f(x,y,z),

(x,y,2)ET

M= sup f(x,y,2z). Taoa nocmoju u € [m, M| maxae oa je
(x,y,2)€ET

j f jT f(x,y,z)dxdydz = uV(T).

Axo je ¢pynkyuja f nenpexuona na T, maoa nocmoju mauxa (c,d,e) € T makea oa je

H f(x,y,z)dxdydz = f(c,d,e)V(T).
T
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4.2.3. OapebuBame TpOjHOr MHTErpasia

OnpehuBame TPOJHOr MHTErpajia C€ MOXKE CBECTH Ha HM3pauyHaBame TpU ojipelheHa (y3acTorHa)
WHTErpajia KoJi KOJUX Cy HMHTEpBAJIM HMHTErpaluje TeHEpUCaHH MOJPY4YjeM HHTErpaluje TPOjHOT
uHTerpayia. [IpuaukoM OBakBOT MpENCTaB/balba TPOJHOT HMHTETpaia MOTPEOHO ra je 3a MOoYeTak
NpEeACTaBUTU Y OOJIMKY JBa y3acTONHA WMHTErpaja o]l KOjuX je jellaH NIBOjHU a Apyru oapehenu
uHTerpay. Hapenna Teopema roBopu 0 OBOM MpeJCTaB/balkby TPOJHOT MHTErpalia y CiIy4yajy Kaja je
noJipydje UHTErpaiyje nmpaBoyriu napaienenunes, Cnuka 4.24.

Teopema 4.12 Hexka je ¢hyuxyuja f(x,y, z) unmezpabunna Ha npasoyeiom napaieienunedy
T = {(x,y,z):a1 <x<a,, b1 <y< bz, L <z< Cz}.

Axko 3a ceaxo x € [aq, a,| nocmoju d6ojnu unmeepan

160 = | ij<x,y,z>dydz

eoje je R = [by, by] X [cq, ¢, ], maoa nocmoju u unmeepan

LaZI(x)dx _ jaaz (ij f(x,y, Z)dydz) dx

[ = j J Tf(x, y,z)dxdydz = L jz ( j jR f(x,, z)dydz> dx. (4.15)
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OAPEBUBAILE TPOJHOI UHTEI'PAJIA

A

Ciauka 4.24

CBohemeM nBojHOT UHTETpalia Ha ofipehene unrerpane y dpomynu (4.15) nobujamo

ﬂTf(x, y, 2)dxdydz = L“Z <j,:2 (j:f(x, Y, Z)dz) dy) dx = j: dx j:z dy j:f(x, y,z)dz.

[Tocmatpajmo cama ckyn T Koju ce MOKe MPEICTAaBUTH Y OOJTHKY

T={(xy,2): hy(x,y) <z < hy(x,y), (x,y) €D}

raje je D orpaHuyeH 3aTBOpPEH cKyn y xy —paBHu, Cnuka 4.21.

(4.16)
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OAPEBUBAILE TPOJHOI UHTEI'PAJIA

Kopuctehu npetxoany Teopemy u ujaejy aokasa u3 Teopeme 4.8 1ako ce gokasyje cibeaeha Teopema
3a U3payyHaBame TPOJHOT MHTETpaja ako je mojapyyje uHTerpamuje oonuka (4.16).

Teopema 4.13 Hexa je ¢pynxyuja f(x,y,z) unmeepabunna na ckyny T obnuxa (4.16) u nexa 3a
ceako (x,y) € D nocmoju unmeepan

ha(x,y)
j f(x,y,2z)dz.

hl(xry)

f f j f(x,y,z)dxdydz = f f ( L':J(ij ., Z)dZ) dxdy . (4.17)

Axo ce iputoM ckyn D moxe npeactaButu y oomuky D = {(x,y):a <x < b, g;(x) <y < g,(x)}
dbopmyna (4.17) noctaje

b 92(x) ha(x,y)
f f f(x,y,z)dxdydz = j dx j dy j f(x,y,z)dz. (4.18)
T a

gl(x) h1(x»Y)

Taoa je

Ha uctu nHauumH ce noOujajy ¢dopMmyse 3a padyHame TPOJHOT HHTErpaia YKOJIMKO C€ MOoJApyYje
uHTerpanuje T Moe MPeCTaBUTH Y OOJIHKY

T ={(x,y,2):p1(,2) < x <p,(y,2),(y,2) € D},
OJIHOCHO y O0JIUKY

T = {(x,y,z): CI1(x;Z) S y S C[z(X,Z), (X,Z) € D}
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OAPEBUBAILE TPOJHOI UHTEI'PAJIA

p2(¥.2)
j j f(x,y,z)dxdydz = J j ( J f(x,y, Z)dx> dydz,
T D \Yp1(y,2)

jffo(x, y,z)dxdydz = HD <Li::)f(x, Y, z)dy) dxdz.

Ipumjep 4.18. U3pauynatu uHTerpan
I = f j j zdxdydz
T

raje je T tujeno orpannyeHo noppmuma x = 0, x = % y=x,y=2x,z=0nz=,/x%+y2

Tana je

OJIHOCHO

y=2 Pjewerve: Tujeno je orpaHUue€HO TPOCTPAHOM MPU3MOM Ca OCHOBOM D y
xy — paBuu (Cnuka 4.25) usmelyy paBan z = hy(x,y) = 0 u KoHyca z =

h,(x,y) = +/x? + y2. lIpumjerom dopmyina (4.17) u (4.18) mobujamo
_ VxZ+y? 42 VxZ+y?
= I=ff f zdz | dxdy =ﬂ — dxdy =
p \Jo p\ 2o

1 1(2 2x 5 (2 5
— 2 2 = — 2 2 = — 3d = —
2H-D(x + y*)dxdy ZL dxj; (x“+y°)dy 3Lx X 192.0

>

SR

Cauka 4.25
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4.2.4. CMjeHa IPpOMjeH/bBMBUX Y TPOJHOM UHTErpay

Hexka je maTo mpecimkaBambe
x=xu,v,w),y=yuv,w),z=2z(unovw) (4.19)

v Heka je ckyn T civka ckyma T™ ipu npeciukaBamy (4.19). TIpernocraBibaMo Jia je MpecinKaBambe
(4.19) obocTpaHo jeqno3HauHo, 11a je u3 (4.19) moryhe uspasutu u, v, w nomohy x, y, z:

u=ulxvyz),v=vixyz)w=wly,z).

[Tocmatpahiemo npecnukaBamba Ko Kojux ¢y ¢pyHakiuje x(u, v, w), y(u, v,w), z(u, v, W) HEIpeKUIHO
mudepennujadbriae Ha T ™. Heka je

Ox Ox Ox

u Jdv OJw 5 )

dy dy 0dy XY,z (4.20)
u,v, == = Z|l=—
Jwow) =150 50 awl = awu,w)

dz 0z 0z

u Jdv OJw

jaxkooOujan npeciaukaBama (4.17) u neka je J(u, v,w) # 0 ma T*.CinyHO Ka0 KOJ ABOJHOT HHTEIrpaa
JakoOMjaH MPECINKaBamkba Ce MOXKE OJPEIUTH U ToMohy domyie

du Jdu Jdu
dx 0dy 0z
1 dv Jv O0v __OQLUJN)

](u,v,w)= ox @ az| ~ (x,y,z)
ow Jdw Jdw
dx dy 0z
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CMJEHA INTPOMJEH/bUBUX Y TPOJHOM UHTEI'PATY

Bpujenu cibencha dhopmyna kojom ce ycmocraBiba Be3a usmel)y unrterpana dyunkuuje f(x,y,z) Ha
ckymy T u unrerpana ¢pyukuuje f (x(u, v,w),y(u, v,w), z(u, v,w)) Ha ckyny T".

Teopema 4.14 (dopmyJia 3a cMjeHy NpOMjeH/bHBHUX Y TPOjHOM MHTerpany) Heka je f(x,y, z)
UHmMe2padUIHA HA 3aME80peHoM u ocpanuyerom ckyny T u neka cy ucnyrenu cwoeoekiu yeiosu:.

1) npecnuxasare (4.19) ckyna T* na ckyn T je obocmpano jeonosnauno,

2) pynxyuje x = x(u,v,w),y = y(u,v,w), z = z(U, v, W) cy nenpexkuono ougepenyujabuine
na T" u

3) J(u,v,w) #0naT".
Taoa je

Jf f(x,y,z)dxdydz=ﬂ fx(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v,w))|](w, v, w)|dudvdw.  (4.21)
T i

Ipumjenoa 4.4. Dopmyna (4.21) ce Moke KOPUCTHTH U aKO j€ YCJIOB jeTHO3HAYHOCTH IIPeCIMKaBama
(4.21) napyiieH Ha HEeKOM cKyITy u3 T KOju UMa 3alipeMHHY HyJa WM aKo je¢ jakoOHjaH jeTHAaK HYJIH
Ha HEKOM CKyny u3 T~ 3ampeMuHe Hya.
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4.2.5. lluinHApPUYHE KOOpAUHATE

Ako jennauvna(e) rpanune THjena T w/wiu noguHTerpanHa (QyHKLUMja Caap:Ku M3pa3s X2 + y2,
u3padyyHaBame TPOJHOI HHTETpajia C€ MOXKE T[O0jJeHOCTaBUTH YBOheHeM NUIHHAPHYHUX
koopauHaTa 1,60 u z. Hexka je M(x,y,z) tauka y [lekapTOBOM KOOpJMHATHOM CHCTEMY M HEKa je€
M'(x,y,0) meHa npojeknuja y xy —pasas. LIuaMHApHYHA KOOPIUHATA T MPEACTaBIba yIAJbEHOCT
tauke M’ 0] KOOPAMHATHOTL TIOYETKa a 6 yrao Koju paiaujyc-BeKTop Tauke M’ rpaau ca MO3UTHBHUM
nujenoMm x —oce, Cnuka 4.26.

(8]

Jlakne, Beza u3Mel)yy MpaBOyrIMX W UWJIMHIPUIHUX I
KOOpJIMHATA je JaTa jeIHaurnHaMa
= = rsi = 4.22
X = rcoso, y = rsind, zZ=7z ( ) L(2,y,2)
npuuemyje r =0, 0 <60 <2m, z€ R
[IpoBjepumo canma J1a Ju mpecivkaBame (4.22)

HCITyHhaBa MPETIIOCTABKE 3a CMJE€HY MPOMjEHJBUBUX U3
Teopeme 4.14. dyHk1M]C

y = rsinf

x(r,0,z) =rcosd,y(r,0,z) =rsind,z(r,0,z) = z

A
2

Cy HempekujHo audepeninyjadounne. IlpecnukaBame
nato ca (4.22) je o6ocTpaHo jemHO3HAYHO ako je 7 > 0u 47, M'(z,y,0)
ako 6 orpannuumo Ha uHTepBan 0 < 6 < 2m.

Ciauka 4.26
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DUWJINHAPUYHE KOOPAUHATE

JakoOujaH npecivkaBama je

JOx O0x Ox
Jor 00 0z
dy dy Ody

;9; = | —~ —| =
Jr6.2=15" 35
0z 0z 0z
Jor 00 0z

naje J(r,0,z) # 0 akojer > 0.

cos@
sin@ rcos@
0 0

—rsinf@ 0

—rsinf| _

. |cos€
rcos@

sinf

0
1

Haxne ycnoBu u3 Teopeme 4.14 cy HapymieHu Ha cKyIy Tadaka 3a koje je r = 0 unu 6 = 2m. Kaxko
OBaj CKYINl Tayaka MMa 3alpeMuHy HyJa, Ha OocHOBY llpumjende 4.4 3akibydyjeMo 1a MOXKEMO
npumujeHut  dopmyny (4.21) opakie npobujamo GopMyay 3a CMjeHY HPOMjEHJBUBHUX Y

NWIMHAPHUYIHUM KOOPpAHWHATAMa

J f f(x,y,z)dxdydz = j j f(rcos8,rsinb, z)rdrdfdz.
T T*

1; |

) 0)
Cauka 4.27

(4.23)

Bamak x?+y?<a? 0<z<h, Ciuka
4.27 a), ce clvKa Ha KBajaap
0 <0 < 2m, 0<r<a 0<Z£z<h,

Cnuka 4.27 0), 1 TO je pa3Jor 3aIlITo CE€ OBa
CMJ€Ha TPOMJCHJPUBUX HYECTO KOPHUCTH Y
clly4ajeBUMa KaJa TpaHUIA MOApydja
MHTETpaluje caapku uspas x2 + y2.
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WJIMHAPUYHE KOOPJUHATE

Ipumjep 4.20. N3zpauynatu uHTErpa
I = ﬂ (x? + y*)dxdydz
T
raje je T THjeno orpaHudeHo noBpimMa x> + y? = 2zu z = 2.

Pjewerve: Ilpojeknuja mpecjeyHe KpuBe Mapadosionaa
x?+y2 =2z upaBHn z = 2 y Xy —paBaH je Kpy>KHHIA
x? +y% = 4. 3aro je npojexunja thjena T y Xy —paBaH
~ Kpyr

otz =2z

x* +y? <4,
Crnuka 4.28. Ako yBeneMo IIMIMHAPUYIHE KOOPAUHATE
X = rcoso, y =rsinb, zZ =2z,
nobujaMo na ce tvjesio T ciuka Ha THjeso
r?

2

2 i s T:0<0<2m 0<r<2, <z<2.

Cianka 4.28
I = ﬂ (x? + y®)dxdydz = jU r?-rd@drdz =
T *

2T 2 2 2 7,.2 167'[
j d9fr3dr 2dZ=271’f r3<2——)dr=—. 0
0 0 % 0 2 3

Nmamo
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4.2.6. CdepHe KoopaHHATE

iz
.Z = TCOoSs

TCOSY

y = rsinfdsing

- -
-

------
-
~~~~~
-
-

Cauka 4.29

YKoIMKO TpaHUIla MOJpydja UHTErpaiuje Wu/uiu
noAuHTErpadHa QyHKIHMja CaapKu Hu3pa3 o0JMKa
x?+vy2+2z% Tama ce oxpehuBame TpOjHOT
WHTETpaja MOXE II0JeIHOCTAaBUTH  yBOhEHmEM
chepuux koopaunara r,0 u @.

Hexka je M(x,y,z) Tauka y JlekapToBOM
KOOPJIHMHATHOM cHCTeMy U Heka je M'(x,y,0) mena
npojekija y xy —paBaH. CdepHa koopauHaTta 1
IpeACTaB/ba YAAbEHOCT Tauke M O KOOpAMHATHOT
novyerka, 6 yrao Koju paaMjyc-BeKTOp Tauke M’
IpaJiv ca MO3UTUBHUM JHjEJIOM X —OCE U (0 yrao Koju
paaujyc BeKTOp Tauke M rpaau ca IMO3UTHBHUM
nujenom z —oce, Ciuka 4.29.

Jakiie, Be3a uaMmelyy npaBoyriux u c(hepHUX KOOpAMHATA J€ laTa jeJHaYnHaMa

X = rcosfsing, y = rsinfsing, Z =T1C0oSQ, (4.24)

npuuemyjer =0,0<60<2mr 0< ¢ <.

HcrnuryjeMo ma v mpecimkaBame (4.22) ucnymaBa IPETIOCTaBKE 32 CMjeHY NMPOMjeHJBUBUX U3 Teopeme
4.14. Oyuxkuuje x(r,0,¢9), y(r,0,9) u z(r,0,¢) nare ca (4.24) cy HenpekuaHo audepeHIHjabUITHE.
[IpecnukaBame je 000cTpaHo jeaHo3HauyHo ako jer > 0, 0 <0 <2m,0< ¢ < m.
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C®EPHE KOOPAUHATE

3a jakoOujaH pecIuKaBaba UMaMO

dx Jx Ox
dr 00 Jd¢ _ ] ]
cosOsing —rsinfsing 1rcosOcose
dy 0dy Oy o : . .
J(r,0,0) = 3 39 3ol sinfsing  rcosfsing  rsinfcosp| = —r?sing,
r ¢ CoSQ 0 —TrSsing
dz 0z 0z
dr 00 Jd¢

mna je

U@, 8,9)| = rising.
Opnasne modujamo aa je J(r,0,z) # 0 akojer >0 u @ + 0 u @ # m. Jlakie, yCIOBH 3a IPUMjEHY
Teopeme 4.14 cy HapyllleHM Ha CKyny Tadaka 3a koje je r=0vO=2nVvV ¢ =0V ¢ =m.
Kako oBaj ckym Tauka uMa 3alpeMHUHy HyJa 3aKJby4yjeMO Jla MOKEMO MPUMHJEHUTU POpMYyTy 3a
cMjeHy mpoMjeHsbuBHX. M3 dopmyne (4.21) mobujamo ¢opmyny 3a CMjeHY MNPOMjCHJBHBHX Y
cepHUM KOOpJMHATaMa

J f f f(x,y,z)dxdzdy = j j f(rcosBsing, rsinfsing, rcosd)r?sinpdrdfdeo. (4.25)
T T*

JacHo je na ce xyria
x?+y?+z% <a?
Cnuka 4.30 a), npecnukaBameM (4.24) npeciavkaBa Ha KBajap
0<0<2m 0<¢p<m0<r<a,

Cnuka 4.30 6), 300r 4era ce oBa CMjeHa KOPHUCTH YKOJIMKO TPaHMIlE MOApyYja UHTETpalije cCaapKe u3pas

2 2 2
x“+y +z-.
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C®EPHE KOOPAUHATE

a) 0)
Ciauka 4.30

dxdydz
I:_[_U 2 2 2
rX“tyc+z

rojeje T ={(x,y,2):1 <x*+y*+22<4,z>0}.

Ipumjep 4.21. UzpauyHatu uHTErpan

Pjewerse: Tujeno je orpannyueHo ca asuje nonycdepe uzHag xy —pasHu, Ciouka 4.31. YBohemem
chepHUX KoopauHaTa THjesno T ce CMKa Ha KBajap

T":0 <0 < 2m, 0<¢p<nm/2, 1<r<2
N3 dpopmyine (4.25) nobujamo

dxdydz r2sing 2m
- e 2 "
T y * 0 0

2

Si?’l(pd(pj dr = 2m. ¢

1

NE
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COPEPHE KOOP/IMUHATE

Ciauka 4.31

[pumjep 4.22. 3pauyHaTu UHTETpa

I = Jﬂzzdxdydz
T

raje je T orpanudeHo moBpimuMa z = /x%2 +y2uz = h,h > 0.

Pjewerve: TIpojexuuja mpecjeune KpuBe KOHYCa U paBHM je Kpy:xkHuua x> + y? = h?, Cmuka 4.32. Axo
YBEJIEMO IIWIMHAPUYHE KOOpAUHATE J00MjamMo n1a ce Tujeno T ciuKa Ha THJeso

T*:0<6 < 2m, 0<r<2, r<z<h.

21 2 h 5

h

I = szzdxdydz = ﬂj z? - rd@drdz =j dGJ rdrj z%dz = —.
T : 0 0 T 5

Jlakne
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COPEPHE KOOP/IMUHATE

3amaTak MOXKEMO ypaauTH U momMohy cepHUX KOOpPIMWHATA.
VBpuiTaBameM cpepHUX KOOpAMHATA y jeJHAUYUHY KOHYycCa

nobujamo
rcosg = \/r2sin%@(cos26 + sin?0),

na je jeJHaYrMHa KOHyca
(p =

NS

JenHaunHa paBHU je
h

cosQ’
Cnuka tujena T y chepHUM KOoOpMHaTama je

r =

Ciamnka 4.32
s h
T0<6<2m, 0<p<—, 0<r<——r0
4 cos®
Jlobujamo
I = .Ufzzdxdydz = .Uf r2cos?@ - risinpdrdfde =
T *
h
[0 [ costosinpae [ riar = 2n-L [ costpsing
cos?psinpde rtdr =2m-= | cos?@sing Q=
0 0 0 5Jo cos®y
i n
2mhS (7 sing y _2mh? 1 & mh® .
=75 ZCoszq)o_ 5°
5l

5 J, cos3¢



4.2.7. TlpuMjeHe TPOjHUX UHTErpaJIA

* OapebhuBame 3anpeMuHe THje1a

N3 ocobuHa TpojHUX MHTETpaja A00HUjamMo Jia j€ 3anpeMHuHa Tujeja T jeHaka

f J dxdydz = V(T).
T

IIpumjep 4.23. N3pauyHatu 3aripeMuHy THjea OrpaHUYEHOT TTOBPITUMA

z=x2+y%2u z=x?+y2

z = /m2+y2

Cauka 4.33.

V(T) = Uf dxdzdy = Uj *rdrdez =

Pjewerse: Tlpojekiujy mpecjeuHe KpuBe napadoJioujia u
KOHyca ofipelyjeMo 13 cuctema jeJHaunHa
zZ2=x%>4+y% A z=x%+y%

Jlobujamo jenmumuny kpyxksumy x2+y% =1, Cnuxa
4.33. Ca cnuke ce BUAM Ja Z y3UMa BPHUJEIHOCTU O]
napabosiouzia 10 KOHyca Ia YBOJUMO NHUIUHAPUYHE
KoopauHaTe. JennaunHe mapalosomaga W KOHyca y
LUMIMHAPAYHEM KOOpAMHATAMA Cy Z =72 WU Z=T
PECIEKTUBHO, Ma ce Thjesio T clruKa Ha

T:0<6<2m, 0<r<1, r*<z<r.
Nmamo

21 1 r 1
i
j dejrdrj dz=27tj r(r—r¥)dr=—. ¢
0 0 T2 0 6
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INPUMJEHE TPOJHUX NUHTETI'PAJIA

s OapebhuBame Mace, KOOpAMHATA HEHTPA TeKe 1 MOMeHaTa HHepIiyje Tujesia

Axo je mo3nara ryctuna p(x,y, z) tujena T, Tana je \eroBa Maca jeHaka
m(T) = f j j p(x,y,z)dxdydz.
T

IlenTap Texke THjena Koje uma ryctuny p(x,y, z) je tauka (X, y, Z) 4uje cy KOOPAUHATE

X = %T)jfﬁxp(x, y,z)dxdydz, y = %ﬂﬁyp(x, y,z)dxdydz, Z= %T)ﬂj;zp(x,y, z)dxdydz.

AKO je TH]eJI0O XOMOT'€HO, 1001jaMO KOOPJMHATE IIEHTPa TEXKE Y 00JIUKY

f=%fﬂ;xdxdydz, y=%ffﬁydxdydz, Z_=%jﬂTzdxdydz.

MomenT uHepuuje tujena T y OHOCY Ha XY, XZ U YZ PaBHHU CY JeIHAKU

o= [[[ it rastpie = [ it rasapie 1, = [ it rosasi
T T i

a MOMEHTH HHepLHje Y OJHOCY HA KOOPAUHATHE Oce CY:

I, = fﬂ (v% + z®)p(x,y,z)dxdydz,
T

I, = jf (x%2 + z®)p(x,y,z)dxdydz,
T

I, = jf (x% + y*)p(x,y,z)dxdydz.
T
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