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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

1.1. TPAHUYHA BPUJEAHOCT U HEITPEKUZIHOCT BEKTOPCKE ®YHKLHJE

Heka je O dukcupaHna Tauka TPOJUMEH3UOHAIIHOT BEKTOPCKOT mpoctopa E, V ckyn cBuX paaujyc-
BEKTOpa Tadaka mpoctopa E koje mmajy moderak y Taukd O u S = (0; i, j, k) necHn npaBoyriu
KOOPJIMHATHU CUCTEM ¥ E.

v Kaxemo 11a je pyHKIHja
aT -V,

raje je T € R, BeKTOpCcKa pyHKIMja CKaTapHOT apryMEHTA.
v’ 3a pyukinujy f: T — R xkaxemo 1a je ckajgapHa GyHKOHja.

Bekropcka ¢yHkiMja ce 3amaje momohy Tpu ckanapHe (YHKIIHM]E KOj€ TPEICTaB/bajy HEHE
KoopAuHaTe: a; = a,(t), a, = a,(t), a3 = as(t),t € T, oqHOCHO
a(t) = a; ()i + a,(t)j + az(H)k = (a1(t); a,(t),as (t)); teT.

v Vkomuko je T € R™ n > 1, taga je Bektopcka ¢yukiuja a:T — V Bekropcka (QyHKIHMja N
aprymenata a = a(ty, t,, ..., t;,).



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v Xogorpad Bextopcke ¢ynkuuje a(t),t € T, je TeOMETPHjCKO MjeCTO BPXOBa CBHX BEKTOpa
a(t),t € T unju ce moyerak Hanmazu y 0.

v Tlojam xomorpada je yoImreme mojMa
rpaduka ckanapae QyHKIH]e.

Heka je BekTopcka ¢dyHkiuja a(t) ckajapHOT apryMeHTa t qeduHrcaHa y HEKOj OKOJIMHU Tadke t,
OCHM €BEHTYaJIHO Y CaMoj TauKH t.

Hepunnnmja 1.1. Kaxemo na je tauka A € V rpanndna BpHjeaHocT BeKTopcke dyHkuuje a(t) y
Ta4KH t, aKo 3a cBako € > 0 mocroju § > 0 TakaB Ja 3a CBako t # t, 3a Koje je [t — to| < & Bpujenu
la(t) — A| < &.2
[Turemo
lim a(t) = A.

t—)to

2|al je myxuna (MOIyO) BEKTOPaA @



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

Heka je

a(t) = al(t)i + az(t)j + a3(t)k n A = Ali + Azj + A3k
ITomrro je
la(t) — A]? = (a; () — A1)? + (az(t) — A3)* + (az(t) — A3)?
nobujamo 1a je

tllt{l a(t) = A axo u caMo aKo je hm a;(t) =A4A;,i=1,2,3.
—lo

Jlakne,

lim (a,(t)i + a,(t)j + a;(t)k) = lima,(t)i + lima,(t)j + lima;(t)k (1.1)
t—>t0 t—>t0 t—>t0 t—>to

na ce oapehuBame rpaHUYHE BPUJEIHOCTH BEKTOPCKE (PYyHKIMj€ CBOJAM Ha ojpehuBame rpaHUYHUX
BpPH]EIHOCTH HBEHUX KOOPIMHATA.

Ipumjep 1.1. M3paduyHatu rpaHU4YHy BPUJEIHOCT BEKTOPCKE (PYHKIIH]E

sint . 1+ cost t
a(t) = i+ j+—-k
t—m t T

y Tauku t = .

Pjewere: Kopuctehu (1.1) nodujamo

1+cost

hma(t)—hm—l+l j+lim<k=—i+k.o

t-m towt—m >T t toT T



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

Heka je je Bektopcka ¢yHknuja a(t) nepuHrcaHa y OKOJIHHU Tauke t.

Hepunnnmja 1.2. Kaxxemo 1a je Bekropcka GyHKIrja a(t) HempeKHIHA y Tauku t, aKo je
lim a(t) = a(ty).
t—)to

Bekropcka ¢pyukirja a(t) je Henpexkuana Ha T ako je oHa HEOPEKHUIHA y CBUM Taukama ckyma T .

Ha ocuony (1.1) ciujeau na je BekTopcka GpyHkirja a(t) HempeKuaHa y TauKH t, aKo M CaMO aKo Cy
meHe koopaunate a;(t), i = 1,2,3 HenpekuaHe y TauKH t,.



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

1.2. U3BO/JI BEKTOPCKE ®YHKIIHU]JE

Heka je Bektopcka ¢yHkimja a(t) neduHrcaHa Y HEKO] OKOJUHH TauKe t.

Hepunnumja 1.3. Kaxkemo na je Bexktopcka ¢yHknuja a(t) audepeHnujaduiHa y Tauykd t aKo
MOCTOJU TPAHUYHA BPUJETHOCT

@O = li a(t +At) —a(t) . Aa(t)
A= 0% At T AS0 A
Bekrop a’(t) ce Ha3suBa n3Boa BekTopcke GyHkuuje a(t) y tauku t. Kopuctu u o3Haka d‘;—it).

[TomrTo je

Aa(t) Aay(t), Aa,(t), Aas(t)
At_Atl-I_ At]+ Atk

no6ujamMo 1a cy KoopauHaTe Bektopa a' (t) u3Boau ckajgapuux pyakimja a;(t),i = 1,2,3, 1j.
a(t) =a,/(O)i+a,t)j+a;’' Ok (1.2)
v’ Ilpema Tome, BekTOopcka (yHkimja a(t) je mudepeHnMjabMIHA aKOo M CaMoO ako Cy FheHe

KoopauHaTe audepeHnrjaduiiHe W padyHame HM3BOJAa BEKTOPCKE (PYHKIMjE CE€ CBOAM Ha
padyHame U3BOJIa lbeHUX KOOpUHATA.



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

Ipumjep 1.2. 3pauynatu uzBoa GyHKIHU]e
a(t) = 3costi + 4sintj + 2tetk.
Pjewere: Kopuctrehu (1.2) nodujamo
a'(t) = —3sinti + 4costj + 2(t + 1)etk.O

W3Boa Bektopcke (ynkuuje a(t) je Bekrop a’'(t) Koju ¥MMa mIpaBall TaHTEHTE Ha Xxomorpad Te
BEKTOpCKe (YHKIIHMjE y Ta4uKH KOja oJroBapa Bektopy a(t).

da/dlt
/ Aa/At v Ako  je BEKTOpPCKa dyHKIHje a(t)
mudepeHnrjaduiiHa y Tauky t, Taia ce BEKTOP

da = a'(t)dt

raje je dt = At mpupainnTaj apryMeHra t,
Ha3uBa M epeHInjaa BEKTOPCKe QyHKIH]Ee

a(t) y Tayku t.




1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

v’ IIpaBuia 3a qudepeHIHPae BEKTOPCKUX (PYHKIHja

1.¢/=0 C je KOHCTaHTHHU BEKTOP
2. (aa)' = aa’ @ je ckamap
3. (ma) =m'a+ ma’ m = m(t) ckanapHa GpyHKIH]ja

4. (a-b) =a' -b+a-b’

5. (axb) =a'xb+axb'

(o]

. (a,b,c) = (a’,b,c) + (a,b’,c) + (a,b,c")

\‘

(a®)) = @@ ©®



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

. d
v U3BoJ BeKTOpCKE (PYHKIHM]jE d—‘tl Ha3WBa ce APYru M3BOA (WU M3BOJ APYror pejlia) BEKTOPCKE

d%a

¢yuxuuje a(t) v o3nauasa ce ca a’ (t) uau —

v AHaJIOTHO ce Je(UHMIIE H3BOJ L —TOI peaa:

da d (d" la
(n) - -
a0 dt™  dt (dt"—1 )

v AKO IIOCTOjM U3BOJ N —TOT peaa BEKTopcke pyukimje a(t), Taga ce uspas
d"a = a™ (t)dt"
Ha3uBa AudepeHnnjaa n —Tor peaa te QyHKIH]E.

v Axo je a = a(ty, ty, ..., t,,) BEKTOpcKa (D)YHKIIMja CKaJapaHuX aprymeHara tq,t,, ..., t,, Taaa ce
MOTY JnepuHHCATH TapUyjaliHd M3BOJAM BEKTOpCKe (YHKIHMjE @ Yy OJIHOCY Ha apryMaHTe
tl' tz, . tn:

da Jda;.  O0da,

R i kK, =12 .n
o, ot o’ T "

AHaJIOTHO ce JIePuHUIIlYy TapliijaTHu U3BOIU BUILIET pea.



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

IIpumjep 1.3. Oxapenutu npBe mapijaiHe U3BOJE 1O X, Y, Z BEKTOpCKe QyHKIIUje

a(x,y,z) = e*i + xe”j + e**k.

Pjewerve:
6_a =e*i+eVj+ ze¥k
dx ’
da
ay "
aa Xz
E = xe*’k

Ipumjep 1.4. Jloxasaru aa ako je Moayo |a| BekTtopcke GpyHkIuje @ = a(t) KOHCTaHTaH, Ja Cy Taja
BEKTOPH @ U @' OPTOTOHAITHHU.

Pjeweme: TlomTo je Moxyo |a| BekTopcke (yHKIMje KOHCTaHTaH UMaMo a - @ = |a|?> = ¢. Onasze
nudepeHpameM U MIPUMjEHOM TpaBuia 4. 3a qudepeHupame CKAIapHOT MPOU3Boa J00OHjaMo

(a-a) =a"-a+a-a"=0=>a-a =0

1a Cy BEKTOPU @ U @' OPTOrOHAJIHH.

10



1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

1.3. UHTEI'PAJI BEKTOPCKE ®YHKLHJE

3a BekTOopcke (yHKIM]E c€, Ka0o U 3a CKajlapHe, Mory JneduHucatu onapehenu u HeoapeheHu

VHTETPAIIH.

1.3.1. Heoapehenu unrerpas

v Kaxemo 11a je BekTopcka pynkuuja A(t) npuMmutiBHa QyHKIMja BeKTOpcke Pyrkumje a(t) Ha

uHTepBany T ako je

da _ (t),teT
dt—a , .

v/ CKyll CBMX NPMMUTHBHHX (yHKIMja (GyHKIHje a(t) HasuBa ce HeompeheHH HMHTErpai Te

BEKTOPCKE (PyHKI[M]J€ U O3HAYABA CE Cca

j a(t)dt.

v’ Axko je A(t) jenHa npuMuTHBHA QYHKIMja BEKTOPCKe GyHKuje a(t), taaa je
ja(t)dt = A(t) + c,

r/ije je € MIPOU3BOJbAH KOHCTAHTHU BEKTOP.
11



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

N3 nepunuiyje Heoapehenor naTerpansa BEeKTopcke GyHKIHje 100HMjaMo Jia BpU]EIH:
1. [aa(t)dt =a [ a(t)dt, a #0

2. [(a(t) + b(t))dt = [ a(t)dt + [ b(t)dt.

v Axo je
A(t) = A (Di+ A, (D)j + As(Dk

NPUMUTHBHA (QYHKIIM]a BEKTOPCKE QyHKIIH]E
a(t) = a, ()i + ax(t)j + az(Ok,

Taga cy pyukuuje A; (t) npumutrBHe pyHkumje Gyuxuuja a;(t),i = 1,2,3. IIpema Tome

ja(t)dt =jal(t)dti+jaz(t)dtj+ja3(t)dt k, (1.3)

OOHOCHO I/IHTeraHHja BCKTOPCKC (bYHKI_II/Ije CC CBOJIHM Ha I/IHTeraLIPij BCHUX KOOpAHWHATA.

12



1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

Ipumjep 1.5. M3pauyHnatu HeoapeheHn nHTErpan BEKTOpCKe PyHKIIN]e

a(t) =

i +tet’j + costk.

1+ t2

Pjewerve:

t 2
— ] t 1 —
Ja(t)dt _[1+t2 dtl+Jte dt]+jcostdtk

1 N
Eln(1+t2)z+§et j+ sintk + ¢

13



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

1.3.2. Oapehenn uHTerpa

Heka je BekTopcka ¢pyukunja a(t) nepunucana Ha uarepsainy a < t < (. [logujenumo Taj HHTEpBAI
Ha N AujeoBa TauKkama
a=ty<t; <<ty <t,=p
Hexka je
At; =t; —t;_4,i = 1,2,..n, 1 = max{At;}.

1<isn

N3abepumo Ha cBakoM oJ UHTepBala t;_q <t <t; i
dbopmupajmMo cymy

1,2,..n, NpOWU3BOJBHY TaukKy T; H

n

= Z a(t)At;.

i=1
OBa cyma ce Ha3MBa HHTerpaJiHa cyma BekTtopcke GpyHkimje a(t) Ha uarepsany [a, f] koja oarosopa
J1aTO] TIOjeNIi TOT MHTEpBaJIa U 1aToM u300py Tavaka 7,1 = 1,2, ...n.

AKO MOCTOju TpaHuuHa BpujeaHoct I uHTerpaine cyme o kaaga A — 0, HE3aBUCHO O TMOjeme
uHTepBana [a,f] u uzbopa Ttavaka T;,i = 1,2,..n, Taga Ty CpaHUYHY BPUjECAHOCT HA3MBAMO
oapehenu unTerpai sexkropcke pyuknuje a(t) Ha uatepsany [a, f] u o3HagaBamo je ca

[ = J eyt

(04

14



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

Tana kaxxemo 1a je BekTopcka (pyHknuja a(t) mHrerpaduiana Ha uarepsaiy [a, B]. dakie,

B n
f a(t)dt =lim Z a(Ti)Ati.
A-0
a i=1

v Oapelenn naTErpan BeKTOpcke QYHKIMjE j€ KOHCTAHTHH BEKTOP.

v Ako je A(t) jenqna npumuTHBHA QYHKIH]a BeKTOpcKe PyHKIMje a(t), Taga je

B
f a(t)dt = A(B) — A().

ITomohy oBe popmysie ycrocTabiba ce Be3a u3mel)y ompehenor u HeoapeljeHor MHTErpaia BEKTOPCKE
dyukmmje. Ako je a(t) = a,(t)i + a,(t)j + a;(t)k Ttaga je

B B B B
f a(t)dt=j al(t)dti+j az(t)dtj+j as(t)dt k. (1.4)

15



1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

IIpumjep 1.6. M3pauyHnatu uHTErpal

T

2
f a(t)dt, a(t) = sin’tcosti + cos?*tj + k.
0

Pjewerve:
A

2 2
j a(t)dt =J sin*tcostdt i +J
0

0 0

=

T

2 z
cos?tdtj +j dtk =
0

L3 T
sin3t|2 2
3 0

S PN P
JToR=3t Tl TS

'+1 t+1 in2t
[ 2( 5 Sin )

0

16



1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

1.4. KPUBE Y IIPOCTOPY

v’ Xonorpad HempekuHe BeKTopcke QpyHKIHje AedruHucane Ha HekoM uHTepBaity T S R HaszuBa
ce KpHUBa.

v" Axo je kpuBa C xomorpad) BEKTOpCcKe QyHKIIH]je

r(t) =x@®)i+y)j+z>t)k, a<t<hbh, (1.5)

TaJla ce Ta BEKTOpCKa (PyHKIIM]a Ha3uBa penpe3eHTanuja kpuse C.

17



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v’ Ako je r(t) Tauka ca pagujyc-BekropoM 1(t), Taga ce KpuBa C MOXKe IPEACTABUTH Y OOJIUKY

C={r(t):a<t<bhb}
v' Tauka r(t) uma xoopaunate (x(t), y(t), z(t)) na ce kpuBa C MOKe MPEICTABUTH Y OOIUKY

x=x(t),y=y(t),z=2z(t), a<t<bh. (1.6)

v’ Ilpencrasibame kpuBe C y o0uuky (1.5) winu (1.6) Ha3uBa ce 1 mapaMeTpacKa penpe3eHTanmuja
(mapametpu3anuja) kpuse C, Ipy 4emy je t mapaMmerap Te pernpe3eHTaIuje.

v' TlapameTapcka pernpe3eHTalrja KpUBUX 4eCTO C¢ KOPUCTH Y MEXaHHUIIH, TJIj€ KPHUBa MPeCTaBba
nyTamy (TpajeKTOPH]jy) MaTepUjaiHe Tauke Koja y TPEHYTKY t IpoJia3u Kpo3 moioxkaj r(t).

18



1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

v Kpusa y mpocTopy ce MOKe NpeACTaBUTH U Ha IPYT'd HAYMH, Ha IPUMjEp jeaHaYnHaMa
F(x,y,z) =0, G(x,y,z) =0
I/[je CBaKa OJf OBUX jeHAYMHA IIPEICTaBJba IOBPIII, a KPUBA j€ MPECjeK THX MOBPIIH,

v’ KpuBa Koja ce Hajla3d y HEKOj paBHM Ha3KMBa CE PaBAHCKA KPHBA.

I'padpux wempekumne ¢yukuuje y = f(x),a <x < b je paBancka kpuBa. OnHa wumMa
IIapaMeTapcKy perpe3eHTaIu]jy

x=ty=f(t), a<t<h.

19



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

IIpumjep 1.7. Hanucatu jenHaunHy npase L Koja mpoJia3u Kpo3 Tauky A y mpaBily BEKTOpa
b == (bli bz, bg)

Pjewere:

Ako je a = (a4, a,, az) paaujyc-BexkTop Tauke A, Taga je
r(t) =a+th, —co<t<o

paaujyc-BeKTOp Mpou3BOJbHE Tauke P ca L, 0THOCHO

r(t) = (ay + thy)i + (ay + th,)j + (az + thy)k. (1.7)

i/o‘\?

OBO je BEKTOpCKa, OJHOCHO IMapameTrapcka pemnpeseHTauuja mpaBe L. Ty mnpaBy Moxkemo
napaMeTapCcKy NpeACTABUTH U y OOJIUKY

x(t) = ay +tby,y(t) = a, +thy, z(t) = a3 +th;, —o0 <t < oo, (1.8)
Enumunanujom mapamertpa t u3 (1.8) mobujamo jeqHaumHy npase L y CHMETPHYHOM 00JTUKY
x—alzy—olzzz—cz?,.EI (1.9

by b, bs

20



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

Ipumjep 1.8. Oppeautu mnapaMeTapcKy penpe3eHTalM]y IMpaBe Koja MpoJa3d Kpo3 Tauke
A(1,2,-1),B(2,—3,4).

Pjewerwe: b = (1,—5,5),a = (1,2, —1) ma u3 (1.7) modbujamo

rt)=>0A+¢t)i+ (2 —-5t)j+ (—1+5t)k, —0 <t < 00,0

Ipumjep 1.9. 3a peanne O6pojeBe a > 0, b > 0 BekTopcKka PyHKIIMja
r(t) = acosti + bsintj, 0<t<2m

IpeJCTaBJba EJUICY Y XY —pPaBHU, Ca LIEHTPOM y KOOPJMWHATHOM MOYETKY M Iosyocama a u b. U3
jenIHaynHa

X = acost,y = bsint,z = 0, 0<t<2nm
no6ujaMo
2 2
X y
; + ﬁ = 1, z = 0.

21



1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

Ipumjep 1.10. Kpua npeacraB/beHa BEKTOPCKOM (PYHKIIHjOM

r(t) = acosti + asintj + ctk, a> 0,c#0, —0o<t< o

z4
\
h
\&\4

» (@)

Ha3MBa CE KPYKHA 3aBOjHUIIA.

OHa ce Hanasy Ha WIHAPY x2 + y2? = a?. o

Hpumjep 1.11. Onpenutn napaMeTapcKy pernpe3eHTaln]y KpuBe

x2+y2%+2z%=a? x? +y? = ax, z > 0.

Pjewerne: Kpuna C je npecjek noaycdepe u umnusapa. M3 jeqnaunne nuianHapa
2 2

e

22



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

n100H1jamMo
g t 2 i t 0<t<?2
X > 2cos, y Zsm, <t<2m,
OTHOCHO
a a
x = E(l + cost), y = Esint, 0<t<?2m.

N3 jennaunne cdepe 3a z = 0 umamo

a? a? a?
zZ = \/a2 —x%?—y?= \/az _T(l + cost)? —Zsinzt = \/az —7(1 + cos2t) =

a? t
—(1- t——/2'2—=
\/2( COS) asmz a

Jakie, napameTrpacka pernpeseHranuja kpuse C je

. t‘ _t
sin—=| = asin —.
2 2

a a t
r(t) = E(l + cost)i + Esintj + asinzk, 0<t<2m.

t . .
Youumo Aa YKOJIMKO YBCACMO HOBHU ITapaMCTap U = E I[O6I/IJaMO [mapaMeTapCKy peupe3CcHTalnu]y

Kkpuse C
~ _ 2 " . I} .
7(u) = acos“ui + 2asinucosuj + asinuk, 0 <u < m.0O

23



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v Henpexuano mpeciukaBame (1.5) KojuM je mpejacTaBbeHa kpuBa C He Mopa OMTH 000CTpPaHO
jenno3Hauyno. Tauke kpuBe C y Koje ce ImpeciirKaBa BHIIE Tayaka ca MHTEepBala a <t < b
Ha3MBajy c€ BHMIIECTPYKe Tauke. To cy Tauke y KojumMa KpuBa caMy cebe Mpecujena Wiu

v’ KpuBa Koja HeMa BHIIECTPYKHMX TayaKa Ha3WMBa Ce jeIHOCTaBHA KpuBa. KpykHa 3aBOjHHIIA U3
[Ipumjepa 1.10 je jemHOCTaBHA KpPUBA.

v’ Tauka r(a) ce Ha3uBa roueTak, a rauka r(b) kpaj kpuse C = {r(t):a < t < b}. Ako ce mouerax
KkpuBe C MMOKJIamna ca lbeHUM Kpajem, Tj, ako je r(a) = r(b) xaxkemo 1a je kpuBa C 3aTBOpeHa
KpHUBA.

v BatBopena kpuBa 3a kojy je r(t) #r(a) =r(b), a<t<b, HazuBa ce jeAHOCTABHA
3aTBOPEHA KPHUBA.

IMpumjep 1.12. Kpyxauiia noJynpedyHrKa r ca IEHTPOM Y KOOPJAUHATHOM TIOUYETKY j€ jeTHOCTaBHA
3aTBOpEHA KpuBa. MoKe ce MpeICTaBUTH NTapaMeTapCKu y OOJIHKY

C:x =rcost, y =rsint, 0 <t < 2m.

24



1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

1.5. TAHTEHTA, OPUJEHTALIUJA U AYKUHA KPUBE

1.5.1. TaHrenrTa Kpuse

Hexka je kpuBa C npesicTaB/beHa BEKTOPCKOM (PYHKITH]OM

r=r), as<t<b (1.10)

1 HeKa cy P, Q Tauke Te KpUBE KOje OAroBapajy napamerpuma ty u ty + At. I[IpaBa koja mposa3u Kpo3

tauke P 1 Q Ha3uBa ce cjeuuniia kpuse C, kojy hemo o3Hauutu ca L. Tanrenrta kpuse C y Tauku P
MpeJICTaB/ba FPAaHUYHHU 10JI0Ka] cjeuuiie Ly, kama At — 0, 1j. kaga Q Texu P nyx kpuse C.

25



1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v IlpermocraBumo 1a je ¢pyuknuja (1.10) <>
nudepennujadbunna y t, u ga je r'(ty) # 0. .é&g?

v Bekrop Ar = A(t, + At) — A(t,) uma mpagarir
cjeumntie Ly;, 1a ¥ BEKTOP % ¥Ma IpaBall Te
cjeuulie.

v’ Bekropcka QyHKImja je nudepenimjaduina y
to )41

. Ar
Al%r_r)l0 <=7 (to) = 0.

v’ Jlakite, CBe cjeunIie Koje mpoiiase Kpo3 Tauky
P kama At — 0, Texke mMpaBoj Koja mpostasu Kpo3 Tauky Py mpasity Bektopa 1’ (t,). Ta mpaBa
MpecTaB/ba TaHreHTY Ha KpuBY C y Tauku P u nomro je 1'(t,) # 0, Ta npaBa je jeJHO3HAYHO
onpehena. [Ipema Tome, Bektop 1’ (t,) uMa mpasail TanreHte Ha KpuBy C y Tauku P. Bextop

r'(to)

= m, T,(to) =0

MpeACTaB/ba jeIHNYHU BEKTOP KOjU MMa TpaBall TaHreHTe Ha kpuBy C y Tauku P = r(t,) na ce
Ha3MBA jelMHUYHU TAHT€HTHHU BEKTOP.
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v’ Tlapamerapcka penpesenTanmja Taureare y tauku P = r(t,) je

q(u) = 1r(ty) + ur'(ty), —© < u < oo, (1.11)

OAHOCHO

x = x(ty) + x'(to)u,y = y(ty) +y'(tou, z = z(ty) + z'(ty)u, — oo <u < oo, (1.12)

v EnuMuHanujoM mapamerpa U J00MjaMo T3B. CAMETPHYHH 00JIMK jelHAYMHE TAHTeHTe

x — x(to) _y- y(to) _Z~ z(to) (1.13)
x'(to) y'(to) z'(to)

Ipumjep 1.13. Onpenuty jeNIMHUYHA TAHTEHTHU BEKTOP U jETHAYMHY TAaHT'€HTY Ha KPUBY

r(t) = 3costi + 3sintj + 4tk y rauku P(0,3,2m).

Pjewerse: N3 3cost = 0, 3sint = 3,4t = 2w nobujamo t = g Haree je

r'(t) = —3sinti + 3costj + 4k,
[T (o) 5
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1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

JenanaumHa TaHTeHTE y mapaMeTapCcKoM OOJIMKY je
x=-3u,y=3,z=2n+4u,—oo <u < oo,

OJTHOCHO Y CUMETPUYHOM OOJIMKY

x y—3 z-2m
3~ 0 4
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

1.5.2. OpujeHTanuja KpuBe

(t) ArjAt v’ Ako je At > 0, BekTop AT je ycMjepeH o
/ Tauke ca MamOM JO Tadyke ca Behowm
g C BpHjenHomhy napaMerpa t, U KaxkeMo Ja
BekTOop Ar ogmpelyje cmjep y KojeM
Hapamerap Ha KpHBOj PacTe.

r(t,+ AL

. Ar .
v Y TOM cily4ajy BEKTOp 2, M2 HMCTH CM]ep

Kao u Ar, Tj. cMjep y KojeM mapameTap Ha
0 KpUBO] pacTe.

v Ako je At < 0, BekTop AT je ycMmjepeH o Tauke ca Behom 10 Tauke ca MamOM BpHjeAHOIIhy
napamMeTpa t, 1 KakeMo J1a BekTop Ar oapelyje cMjep y KojeM mapamerap Ha KpuBOj omnaaa. ¥

. Ar . Ar . . .
TOM CJIy4a]y BCKTOp A_t HMa CyIpoTaH CMJEp Y OAHOCY Ha AT‘, I1a A_t OIICT MMOKa3yjJ€ CMJCP Y KOJEM

ImapameTrap pacrte.

Ar . . . . .
v’ TIpema TOME BEKTOP 77 YBUJEK IIOKasyje CMJep y KOJeM napameTap Ha KpUBOJ pacte (mMo3uTHBAH

cMjep), a u Bektopu 1 (t) u t mMokasyjy MO3UTHUBAH CMjep.
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1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

v  KaxxeMo 11a je KprBa MO3MTHBHO OPHjeHTHCAHA aKO je OHAa OPHjEeHTHCAaHA y CMjepy pacra
napamerpa.

v’ Jlakne, xpuBy C je moryhe opujeHTHCAaTH Ha IBa HauuHa: BEKTOPY € OArosapa IMO3MTHBHA
opujeHTanuja, a Bektopy (- t) oaropapa HeraTHBHA OPHjeHTALMja KPUBE.
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

1.5.3. TI'1aTke KpuBe

Hexka je xpuBa C npejacTraBibeHa BEKTOPCKOM (DYHKITH]OM
r =1(t), a<t<bh

KOja je mudepeHnnjadbruiana Ha uHTepBany [a, b].

v’ Tauka r(t) xkpuse C y k0joj je r'(t) # 0 Ha3uBa ce peryJapHa Ta4Ka, JI0K je Tauka y KOjoj je
r'(t) = 0 cuUHryJapHa Tauka.

v Tomrro je

POl = | ©) + ' ©) + @ ©)
nobujamo 1a je tauka r(t) = (x(t), y(t), z(t)) perynapHa ako U caMo aKo je

'®) +(®) +(Z®) >0,

Tj. aKo je Oap jeman ox uzBoga x' (t),y' (t), z' (t) pas3auuut o HyIE.
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1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

v Kaxxemo ga je kpuBa C IiIaTKa ako ce OHAa MOXKE IPEICTABMTH IMOMONY HEIpEKUIHO-
nudepennnjabuiHe BekTopcke QpyHkuuje r = 1(t),a <t < b 3a kojy je r'(t) # 0 y cBaKoj
tadku t. To 3HauYW Aa riaTka KpuBa HeMa CUHTYJIApHUX Tayaka Ia y CBAKO] TAYKH TJIaTKE KPUBE
MIOCTOjY TAaHTCHTA.

v’ KpuBa cacraBjbeHa 01 KOHaYHOI Opoja IJIaTKUX KPUBUX Ha3HMBa CE MO IO JHO IJaTKA KPHUBA.

JIyuo 1o auo riaaTka KpUBa HeMa TaHTEHTY y HajBUIIE KOHAYHO MHOTO Tadaka. Te Tauke aujene
KPUBY Ha IJIaTKE JIYKOBE.

/7 N\
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1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

1.5.4. JlyxuHa KpuBe

Heka je xpuBa C npencraB/beHa BEKTOPCKOM (DYHKITH]OM

r =1(t), a<t<b

Koja je mudepenunnjabuana Ha uaTepBany [a, b]. Ilogujenumo unrepBan a <t < b Ha n aujeroBa

TadyKamMa
a=ty<t; <<t ,<t,=Db

u hopMuUpPajMo Cymy

b= Y Ir(e) =1yl

l,, pencraBsba TyKUHY U3JIOMJbEHE JIMHU]E yIKHcaHe y KpuBy C ca TjeMEeHUMa YUjU CY pajujyc-
BeKTOpH peaoM 1(ty), ..., r(t,).

v IlpermocTaBibaMo Ja je MmojjeNa HHTepBajia Taksa Ja
MakcuManHa on ayxuHa |r(t;) —r(ti_,)| Texwu
HYJIM KaJla n — 00,

v' AKo je O6pojun Hu3 {l,,} KOHBEpreHTaH, KaKeMo J1a je
kpuBa ( pexkTu(urkadUIHA.

na) - - r(b)
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v’ I'paHryHy BpHjEIHOCT
[ = lim [,

n—-oo

30BEMO JAYKHHA KpHUBe.

v AKo je BekTopcKa (pyHKIMja HEMpeKuIHO-audepeHijabmita, IoKasyje ce aa je taga kpusa C
pexkTr(uKaOUIIHA U [1a j€ ’heHa TyKUHA jeTHaKa

b
| = j (6] dt (1.14)

IpU YeMy JTy>KHMHA KPUBE HE 3aBHCH O] TapaMeTapCcKe pernpe3eHTaIuje.

v’ YKoIuKo je
ri) =x@®)i+y@®)j+z>t)k, a<t<b

Taja je

r©Ol= [ ©) + (' ©) + (@ ©)

na u3 (1.14) nobujamo

b
= [w©) + @) + (o) a @19
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1. BEKTOPCKE ®YHKLHJE

Ipumjep 1.14. M3pauyHatu 1yKUHY JTyKa KPUBE

r(t) = etcosti + etsintj
ont=0pm0t = g

™

Pjewere: | =2 (85 — 1).

v Vxomuko je C rpadpuk HempekuaHo-mudepenimjaduine ¢yakumje f:[a,b] - R, memy
0JIrOBapa rnapameTapcka pernpe3eHTannja

r(®) =ti+f(t)j, a<t<bh,

na je u3 (1.15) nyxunHa Tor rpaduka jenHaka

= [ i+ o) (1.16)
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

1.5.5. Ilpupoana nmapaMeTpusanuja KpuBe

Axo y dopmyan (1.14) rmje je r(t) HenpekuaHo-mudepeHIjaOUIHa BEKTOpCKa (DyHKIIHM]a,
3aMHjE€HUMO (DUKCHY TOPHY TPaHUILy b IPOMjEHJbUBOM I'PAHULIOM t, 100MjaMO UHTETpal

s(t) = jtlr’(u)l du (1.17)

Bpoj s(ty) mpencTaBiba QyKuHY JIyKa KpuBe usmelyy tagaka r(a) u r(ty). U3 (1.17) nobujamo na je
s'(t) = [r' ()] >0

na je s(t) crporo pacryha u HempekuaHo-mudepeHnujabunna ¢yukiuja (jep je  1'(t) mo
MPETIOCTABIM HENpeKuaHa GyHKIHja). 300T Tora je W mheHa MHBep3Ha ¢yHKIHja t = t(s) Takohe
cTporo pactyha u HenpekuaHo-audepennjadbmina pysakiuja. CMjeHoM

t = t(s)
J10JIA3UMO JI0 HOBE MapaMeTapcKe penpe3eHTraiuje kpuse C

q(s) =r(t(s)), 0<s<l (1.18)

[TapameTapcka penpeseHTanuja kpue € y K0joj ce Kao mapaMeTap jaBjba Jy>KUHA JTyKE S Ha3uBa ce
NpUpoaHA mMapaMeTpu3anuja kpuse C.
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

N3 (1.18) nobujamo

!/

dq dr dt _dr (dS)_l dr 1 r

ds _dt ds dt\dt) ~dt " @®| |r]
ma je
lq"(s)| = 1.
Bekrop q'(s) je TaHTeHTHU BEKTOp KpuBe C ¥ TO je TMHHUYHU TAHTEHTHU BEKTOP
t(s) = q'(s).

Ipumjep 1.15. Onpenuty npupoIHy apaMeTpU3aINjy KPY>KHE 3aBOJHHIIE
r(t) = acosti + asintj + ctk, a> 0,c#0.

Pjewerve:
r'(t) = —asinti + acostj + ck, |7’ (t)| =+ a? + c?,
t
s(t) = j a’ + c?du = a® + c?t.
0
OnaBae je t = \/# na 1006ujamMo
(s) © i+ asin———j +c———k (1.19)
q(s) = acos ———i + asin———j + c——=k. .
va? + c? va? + c? va? + c?
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

Ipumjep 1.16. IIpupoana napamerpusaiija KpyKHHUIIE ca LEHTPOM Yy KOOPAWMHATHOM IOYETKY U
MOJYNPEUYHUKA A j€

S S
q(s) = acosai + asinaj, 0 <s < 2ma.

[lo3uTnBHA OpHjeHTalMja OBE KPY>KHMIIC KOja OJroBapa pacTy IapamMerpa S j¢ OpHjeHTaluja
KPY:KHHIIE Y CMjepy CYNIPOTHOM KpeTamy Ka3za/bke Ha caty. OpujeHTalrja KpY>KHUIIE Y CMjepy
KpeTama Ka3ajbKe Ha caTy j¢ HeraTHBHA OpHjeHTauuja.

[TapameTrpu3aiyjy Kpy>KHHIIE MOKEMO JJOOMTH U U3 IPUPOJIHE TapaMeTpH3allfje KPYKHE 3aBOjHHIIC
(1.19)3ac = 0.
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

1.6. KPUBUHA U TOP3HUJA KPUBE

Heka je C kpuBa y mpocTopy M Heka je je T =71(S) IbeHa NpupoiHa NapameTpu3aiyja.
[IpernocTtaBuMo 1a je BekTopcka ¢yHkuuja r(s) asa nyta nudepeniujadunna. [lokazanum cmo y

nornassby 1.5.5. na je

dr _
ds
jeIMHUYHU TAHTE€HTHHU BEKTOP Kpuse C.
v’ Bpoj
dt d*r
_ g _ |4t 1.20
re(s) ds ds? ( )

Ha3WBa ce KpUBMHA KpuBe C y Tauku 1r(S).

v TlomTo K mpeacTaBiba HHTEH3UTET OP3MHE MPOMjEHE jeIMHUIHOT TAHT€HTHOT BeKTOpa KpuBe C
y OJIHOCY Ha AYXXKHHY JIyKa S, K je Mjepa oAcTynama KpuBe C 01 lbeHe TAHT'eHTe Y CBaKO)]

Tauku kpuse C.

v’ ToaynpeyHHK KpUBHHE y Tauku 1 (S) ce neduHmIIe ca

(1.21)
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

Ilpumjep 1.17. Heka je C kpyXHHIIAa ca LEHTPOM Yy KOOPAMHATHOM TIOYETKY IMOJIYNpPEYHUKA
a. [lokazanu cmo y Ilpumjepy 1.16 na je weHa npupoaHa napameTpu3aiuja

S S
r(s) = acosai + asin Ej' 0 <s < 2ma.
OpnaBae nobujamo
! .S, S, " 1 S 1 S,
r'(s) = —sin—i+ cos—}j, r'(s) =——cos—i+—sin—j
a a a a a a
mna je
) d’r| 1
k(s) =|-—=|=—
ds?| a
u
R(s) = a.

Jlakiie, KpuBMHA KPY)KHHUIIE TIOJYIPEYHUKA @ j¢ KOHCTAaHTHA M jeJHaKa PEIUIIPOYHO] BPH]ETHOCTH
MOJIYTIPEYHUKA, JOK j€ TIOJYNPEYHUK KPUBHHE jeTHAK KEHOM IOJIYIIPEYHHUKY, IITO je M pasJior 3a
yBOhem-€ 10jMa noaynpeyHuKx Kpuguxe. O
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v AKO yMjecTO IpUpOIHE apameTpusanudje kpuBe C y3MeMO HEKY ApYyry mapaMeTpusaiujy 1 =
r(t) xpuse C, Taaa je popmyJa 3a H3padyHaBambe KPUBHHE KPUBE

CP® X0
O = oP

,7'(t) # 0. (1.22)
v’ I'maTka KprBa MMa KPUBUHY Y CBAKOj TAYKH jep HEMa CHHTyJIapHuX Tadaka u 1’ (t) # 0.

Ipumjep 1.18. M3pauyHatu KpUBUHY KPYKHE 3aBOJHUIIE

r(t) = acosti + asintj + ctk, a> 0,c#0, —o0 < t < o0,
Pjewerve:
i j k
r'(t) X r''(t) = |—asint acost c|= —casinti — cacostj + a?k,
—acost asint 0
na je

OBaj pe3yaTaT cCMO MOTJIU JOOUTH U JUPEKTHO, U3 NPUPOJIHE MapaMeTpr3aliije KpyKHE 3aBOJHULIE
(1.19). o
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v Axo je k(s) # 0, BekTop

_lat (1.23)

n_
Kds

: : : t .. .
MPe/ICTaB/ba JEAMHIYHH BEKTOP KOjH MMa IPABALl U CMjep Kao i BEKTOP — (ep je k(s) > 0).

v Tlokaszamu cmo y Ipumjepy 1.4 na ako je Moayo |a| Bekropcke Gpyukuuje a = a(t) KOHCTaHTaH,
na cy Taga BeKTopu @ u @' oproroHagnu. Kopuctehu oBaj pe3ynrar u 4YuibeHHIly 1a je t

. : : dt :
JEAMHUYHHU BEKTOP, J0OUjaMo J1a j& BEKTOP ~; OPTOTOHANaH Ha BEKTOP L. Jlakne, u BEKTOp N e

OpTOrOHaJIaH Ha BeKTOp t. BekTop N ce Ha3uBa jeAMHUYHH BEKTOP IJIaBHe HOpMmaJie kpuse C.

v Bekrop

b=txn (1.24)

CE Ha3MBa jeIMHUYHHU BEeKTOP OmHOpMaJie kpuse (.
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v Bekropu t,mu b umHe TpHjemap JecHe opHjeHTandje y Taukd kpuBe C KOjoj oarosapa
napametap S.lIpaBe koje mposiaze Kpo3 Ty TauyKy y mpaBily BekTtopa {,mu b Ha3uBajy ce
TAHI'e€HTA, HOPpMAaJia 1 OMHopMAaJia KpuBe C, PECIIEKTHUBHO.

v’ Taurenra u HopMana oxapehyjy

s normalna ravan e paBaH Koja ce 30BE
OCKYJIATOPHA paBaH

v Hopmaia u OouHOpMaa
onpehyjy paBaH koja ce 30Be
HOpPMAaJIHA paBaH

v’ Tanrenra u OouHOpMaa
onpehyjy paBaH koja ce 30Be
pexkTH(HUKAIMOHA PAaBaH.

rektifikaciona
ravan

oskulaciona ravan - :

v' Ako je C paBaHCKa KpHBa, OHJIa CE€ OCKYJaTOpHA PaBaH y CBaKOj TaukKH KPHBE ITOKJIAIa ca paBHU
y KOjo] ce KpuBa Hanaszu. llomTo je jeIUHUYHU BEKTOp OMHOpMAJe OpPTOTrOHAJAaH Ha
OCKYJIATOPHY paBaH, OH J€ y CIIy4ajy paBaHCKE KPUBE KOHCTAHTaH BEKTOp. AKO C HUj€ paBaHCKa
KpHBa, OHJIa C€ OCKyJaTOpHAa paBaH y OMNIITEM CJIydajy MHUjE€Ha O] Tauke A0 Tayke, Ma je U
JEIMHUYHU BEKTOp OMHOpMAaJe MPOMjEHIbUB BEKTOP.
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

[TpernocraBumo aa C Huje paBaHcka kpuBa. Kako je |b(s)| = 1 (Bugjern [Ipumjep 1.4) nobujamo na
je BekTop b opToronanan Ha Bektop b’.

U3 t(s) - b(s) = 0 nudepenupamemM g00HjaMO

t'(s)-b(s) +t(s)-b'(s) = 0. (1.25)

[Tomro je BekTop t'(S) KoamHeapaH ca M, a M je oproroHanad Ha b, nobujamo ma je u t'(s)
opToroHanas Ha b, Tj.

t'(s) - b(s) = 0. (1.26)

[Tpema Tome u3 (1.25) u (1.26) nobujamo

W13 (1.27) umamo ga je b’ L t a takohe jem b’ L b, ma je Bextop b’ KomuHEeapaH ca BEKTOPOM M, Tj.
b’ = an, a je ckamap. YoOuuajeHa je o3HaKa @ = —T I1a je
b'(s) = —t(s)n(s). (1.28)

v’ Cxanapna dpyskiuja T = 7(s) y (1.28) ce Ha3usa Top3uja kpuse C.
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v’ CxanapuuMm MHOkemeM v (1.28) ca n qobujamo
7(s) = —n(s) - b'(s). (1.29)

v’ CkanapHa QyHKIHja
1
o(s) = (1.30)
Ha3MBa Ce MOJYNPEeYHHK TOP3Hje.

v Ako je r = r(s) npupoaHa mapaMmerpusaiyja kpuse C, JaKO ce MOKaXe Ja je

1 [dr d*r d°r
— - - 1.31
o(s) K2 (s) (ds "ds?’ ds3>' (1.31)

v  Ako je r = r(t) mpousBoJbHA apameTpu3anuja kpuse C, Taaa je

(rl, rll’ rlll) (1.32)
G X

(t) =

v Jlakie, ma OW ToOCTOjala TOp3Wja KpHBE, BEKTOpCcKa (GyHKIHja Mopa OWTH TpH IIyTa
mudepeHrjadbriiHa U1 KpUBMHA MOpa OUTH pa3InyUTa O] HYJI€ Y CBAKO] TAUKH.
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v TlowmTo je KoJ paBaHCKE KPHBE BEKTOP OMHOpMale KOHCTaHTaH, gooujamo 1a je b’ = 0 ma je
JaKJIe TOP3Mja paBaHCKe KPHUBe jeqHaKa HYJU. Baxu U oOpHYTO: aKo je Top3uja KpuBe
jeIHaKa HYJIM, OH/JA je OHA PABAHCKA KPHUBAa.

Ipumjep 1.19. M3pauynatu Top3ujy Kpy>KHE 3aBOJHUIIC
r(t) = acosti + asintj + ctk, a> 0,c#0, —o0 < t < oo,
Pjewerne: Kopuctuhemo npupoiHy nmapameTpusaiiyjy kpyskue 3aBojuutie (1.19) u popmyny 3a
top3ujy (1.29). Umamo
K(s) =

a

i —sin
a? + c2’

1
n(s) =——t'(s) = —cos

s s
— —j,
K(s) va? + c? va? + c?

b(s) = t(s) x n(s) =

C S c S a
———sin i — coS j+ k,
va? + c2 va? + c? va? + c2 va? + c2 va? + c?

s c s

c
b'(s) =————cos————i + sin

a’+c*  Vaz+cz o at+c? \/a2+c2]'

na je

7(s) = —n(s) - b'(s) = prR

Jlaksie, 3aBojHMIIa UMAa KOHCTAHTHY TOP3Hjy. [lonynpeunuk Top3uje je
1 a*+c?
(s) ¢

o(s) =
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

v’ Kako cy jequanyay BeKTopy &, 1 b OpTOroHaIHu|, OHH CY JTMHEAPHO HE3aBUCHH, CBAKH BEKTOD
y IPOCTOPY CE€ MOXKE MPEJCTABUTH Kao HUXOBa JUHEeapHa koMOuHalja. J{okazahemo gpopmyie
3a u3paxkaBame BekTopa t',m’' u b’ kao nuHeapuux KomOuHaIMja BekTopu £, N u b.

v' Jlokazatu ®peneose popmy.ie:
tt=xn, n'=—-xt+71h, b =-—1n. (1.30)
Jloxas: TlpBa popmyna ce nobuja u3 hpopmysne n = %%. Tpeha dbopmyna je ycrBapu popmyiia
b'(s) = —tn(s). Jokaxumo apyry Gopmyiy.

s

n=bxt
numMamo

n=b'xt+bxt' =—mxt+xkbxn=(—1)(—b)+ k(—t) =1bh — Kt.O

v Unterparjom @peneoBux GopMysia MOKe ce TIOKa3aTH Ja HEPEKUIHe QYHKIH]e
K =k(s) >0 ut=1(s) oapehyjy kpuBy jeTHO3HAYHO, /IO HA MOJI0XKA] Y TIPOCTOPY.
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

Ipumjep 1.20. OapenuTd KpUBHMHY M TMOJYNPEUYHUK KPUBUHE KPHUBE aKO j€ IO3HATa H-CHa
napaMerapcka penpesedranuja r(t) = t2i + 2t3j.

Pjewerve:
r'(t) = 2ti + 6t%j,  r'(t) = 2i + 12tj,

i j k
r) xr'(t) =2t 6t2 0|=12t%k,
2 12t O
@ xr"@®)] 12t 3

0

(t)_ ! - = ,t
) "OF T g sor)  20d(TFoe)

1 2 3
R(t) =m=§|t| (\/1 +9t2) .

Hpumjep 1.21. OgpeanTu Top3ujy U NOTYIPEUHUK TOP3U]j€ KPUBE aKO j€ MO3HATA BheHa lapaMeTapcKa
penpesenranuja r(t) = efcosti + efsintj + etk,t = 0.
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1. BEKTOPCKE ®YHKIH]E

Pjewere: r'(t) = et (cost — sint)i + et (sint + cost)j + ek, r'(0)=i+j+k
r'’'(t) = —2sinteli + 2costetj + e'k, 1'"(0)=2j+k
"' (t) = —2el(sint + cost)i + 2et(cost — sint)j + ek, 1" (0)=-2i+2j+k
', 1

(t) = XTI - 3 o(t) = 3.

2t+1 t2

Ipumjep 1.22. Onpenutu TOp3Hjy KpUBE X = Y= pZ=tt 2 ma objacHUTH JOOHjeHU
pe3ynTar.
Pjewerve:
2t +1 t? -3 t? — 2t
t) = [ + j + (t + 2)k, ") =——=i+——=j+k
r(t) =i+t (+2) r'(t) -0z T o2/

6 2 ., . 18 6
-t Tyt e

(rl, 7,,II, rlll) — 0.

T”(t) —

ITomito je Top3uja jeaHaKka HyJIH, 3aKJbydyjeMo Jia j€ KpuBa paBaHcKa. JIako ce IMokasyje Jla KprBa
JeXKU y paBHu X — 3y + 3z = 5.
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2.CKAJIAPHA 1 BEKTOPCKA I10/bA

2.1. T1I0JAM CKAJIAPHOTI' U BEKTOPCKOTI I10/bA

v" JIro mpocTopa y KojeM ce JelliaBa Heka (PM3UUKa I0jaBa Ha3uBa ce (PU3HUKO MOJbe.

v' VKonuko ce (bH3I/I‘IKa nojaBa KapaKTepume CKaJdlapHOM BCIWMYHMHOM, TO IIOJbC CC HaA3HMBa
CKAJaApHO IM0Jb€, 4 YKOJIMKO CC KAPAKTCPHUIIC BCKTOPCKOM BCIMYMHOM Ha3HMBA CC BEKTOPCKO
IHO0JbE.

v' CkasapHa I1oJjba: TeMIieparypa, aTMoc(hepCcKH MPUTUCAK
v BekTopcKa 1oJba: rPpaBUTAMOHO 10Jbe, Op3uHa (Gyna

v’ Tlosbe (CKaJgapHO MM BEKTOPCKO) j€ CTAMOHAPHO aKo 3aBHCH CaMO O] IOJI0XKaja Tadke y
IpPOCTOPY, a HE 3aBUCHU OJI BpeMEHA. AKO IOJbE 3aBHCH O] BPEMEHA OHJA Ka)KeMo Ja je
HECTAIIHOHAPHO.

v' CkanapHo noJjbe f MOKe ce NpeAcTaBuTH nomohy ckanapHe gynkiuje u3 R3 y R xojy Takohe
o3HauaBaMo ca f. BpujenHnoct ckanapanor nossa f y tauku P, f(P), o3HauaBamo u ca f (x,y, z)
raje cy (x,y, z) koopauHate Tauke P.
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

v Ako je y ckynmy D neduHucana BeKTopcka (yHKIMja, KakeMO Ja je Ha ckyny D 3amaTto
BEKTOpPCKO moJbe. D je Hajuemthe KpuBa, MOBPII WM 00JacT y IpoCTopy. Y MTpaBOyriom
KOOPJMHATHOM CHCTEMY BEKTOPCKO IMOJbE @ CE€ MOXKE IMPEACTABUTH IMOMONY BEKTOPCKE

byHKIIM]je
a=a(P)=alx,y,z) =a,(x,y,2)i+a,(x,y,2z)j + as;(x,y,2)k

Ckanapna noJba je Mmoryhe npeicTaBuTH T€OMETPH]CKA ITOMONY HUBO-TIOBPIIIH.

HMepununuja 2.1. Cxyn Tayaka y IpocTopy y KOjuMa CKaJIapHO T0Jbe [ MMa UCTY BPU]JETHOCT Ha3uBa
C€ HMBO-MOBPII CKAJIAPHOT 1MoJba f. JegHaunHa HUBO-TIOBPIIM CKaJapHOT ToJba [ je

f(x,y,z) = c = const.

AKO je ckajapHO ToJbe [ ne(pUHHCAaHO Ha CKYIy Tayaka HEKe paBHH, OHJA yMJECTO HUBO-TIOBPIIU
MMaMO HUBO-JIMHHJe. JeqHaurnHa HUBO-JIMHU]E €

f(x,y) = c = const.

v' Ako je f moJbe Temmeparype, IPUTHCKA, HAAMOPCKE BMCHHE, OHAA ce oArosapajyhe HHMBO-
JUHH]C 30BY H30TepMe, H300ape, H30XHUIICE, PECIICKTUBHO.
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

Ipumjep 2.1. OgpeauTy HUBO-TIOBPIIX CKaJIapHOT MOJba

a) f(x,y,2) = x* + y* + z2,

6) f(x,y,2) =z —+Jx2 +y2

Pjewere: a) x* +y* +z% =c,c = 0.

0)z—+x2+y2i=c>.x2+y2=z—c>x*+y*=(z—-c)%z=>c.

HuBo-noBpum cy KOHyCH.
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

2.2. U3BO/Ji CKAJIAPHOT I10/bA 'Y AATOM ITPABLIY. TPAIUJEHT CKAJIAPHOT IT1OJ/bBA.

Heka je ckanapHo nmoske AeMHUCAHO Ha TPOJUMEH3UOHATHO] o0actu D. dukcupajmo tauky Py € D
U jeauHuYHU BekTop U. Heka je L monympaBa Koja mojasu u3 Tauke P, y mpaBily BEKTOopa U, U HEKa je
P Tauka Te moaymnpaBe Ha yJaJb€HOCTH S O] Tauke P.

Hebpununuja 2.2. AKO TNOCTOjU TpaHUYHA
BPHJETHOCT

) = f(RY)
1m

s—0 S

OHJIa C€ OHA Ha3MBa M3BO/J CKAJIAPHOI 110/bA f

Tauku P, vy mIpaBOy BEKTOpa U U O3HAUYaBa Ce
y 0

af af
a4 — HUin —.
c ou as

N3Boae moska f y Tauku P, MOXEMO OAPEIUTH y TPOU3BOJHHO MHOTO Pa3IMUMTUX IpaBara.
[Tokazahemo nma ce cBaku 0/ TUX M3BOJIa MOXKE U3Pa3UTH NMTOMONY mapiyjaqHuX u3Boja QyHkuuje f y
Ta4yKHu Po (xO, Yo, Zo).
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

AKo je T = xol + yoj + zok pamujyc-BekTop Tauke Py, Taja moaynpaBy L MOXEMO MPEICTaBUTH
noMohy BeKTOpcke PyHKIIHje

r(s) =x(s)i+y(Bs)j+z(s)k =19 +su, s=0. (2.2)

Hekaje u =uqi+uy,j+uszk, rtogejeu; =i-u, u, =j-u, uz =k-u H"3(2.2)nobujamo

x(s) = xg + suy, y(s) =y + su,, z(s) =z, + sus. (2.3)

[Momo je Py = r(0), P = r(s) gobujamo

of _ . F(x(),9(9),2(5)) = £(x(0), (0, 2(0)))

ou s-0 S

mrro je 3anpaso u3soj cnoxkene dynxuuje f(x(s), y(s),z(s)) no s y tauxu s = 0, 1j.

af of
ou 0ds

s=0

N3 dhopmyrie 3a u3Boa cllokeHe PyHKITH]jE T00HjaMo

of _ 0f(Py) dx(0) +6f(Po)_dy(0) +0f(Po)_dz(0)
dou  Ox ds dy ds 0z ds
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

Moo je u3 (2.3)

dx(0) dy(0) dz(0)
ds v Tgs % ds 8
n100H1jamMo
df _ df(Po) of (Po) of(Py) — (0f(Po), Of(Py), Of(Po) \
ou  ox wt dy Uz ¥ 0z u3—< 0x L dy J* 0z k)“

HMepununuja 2.3. BexTop

of . 9of

j k
ay] * 0z

of .
gradf = axl+

30BEMO I'PAJIMjeHT CKAJIApHOT 1oJba f .
Kopumthemem rpagujeHTHOT BekTopa U3 (2.5), hopmyiry (2.4) MoxkeMO MUCATH Y OOJIHKY
of
vl gradf(Py) - u
v Ykounuko je mpasarl ogpelhjeH BeKTopoMm v # 0 Ipou3BOJbHE IYXKMHE, TA/a je
of v
~— = gradf(Py) - —

ov |v|

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

Hepununuja 2.4, JludbepeHiinjaaiHu onepaTop

0 0 0
4 — 2.8
V= 6xl+6y]+azk (2.8)

30BeMO XaMWJITOHOB AudepeHumjaanu oneparop.

Kopuctehn Xamunronos oneparop (2.8), hbopmyiy (2.5) moxkeMo nucaTu y o0JIuKy

gradf =Vf _%l+a_f]+gjzf (2.9)

Teopema 2.1. Heka cy f u g nudepenimjadbuiine ckanapue ¢pynkimje. Tana je
1.Vc =0, ¢ = const.
2.VAAf +ug) = AVf + uvg
3.V(fg) = fVg + gVf
4.V(f™) = nf"1V(f)

5.v(§) _ gig—szg

,g #0.0

3 William Rowan Hamilton (1805 —1865) upcku ¢usuuap, acCTpOHOM M MaremMaTiudap
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

IMpumjep 2.2. Oxpeaut M3BOJ CKanapHor mojba f = x2 + y? + z% y tauku P(1,0,1) y mpasimy
BekTOopa vV = —i — j — k.

Pjewerne: mamo

gradf = 2xi+ 2yj + 2zk, gradf(P) = 2i + 2k.

Hlasbe je
of (P —i—j—k 4
&=gradf(P)- 4 = ——
ov 3 3
. 9f(P)
ITowrro je 5, < 0, moske f omana y mpasily BeKTopa .

dopmyna (2.7) ce MOXKe 3aIUcCaTH Y O0JIUKY

af
—— = |gradf]| - cosy,

ov

raje je y yrao usmely Bektopa gradf u v. Jlakie, u3Boja nosba f y MpaBily BEKTOpa V je jeIHaK
MPOjeKIIHju BeKTOpa gradf Ha mpaBy oapeheHy BekTopoM V. Ta mpojexirja je MaKCuMallHa U jeTHaKa
|gradf| ako je y = 0. Tako BexTop gradf # 0 nmoka3syje mpaail y KOjeM ce CKaJIapHO 0Jbe HajOpKe
MHj€Hha, 4 ’eTOB MHTEH3UTET MpPEACTaB/ha MaKCUMaJIHY Op3uHy npoMmjeHe. CMmjep BekTopa gradf
npe/icTaBiba CMjep pacTa nosba f.
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

v T'eoMeTpHjcKa HHTEPNpPeTANHja rPaTHjeHTA.

Heka je ckamapaHo moJbe MpecTaB/beHo moMohy ckanapHe Gyukuuje f(x,y, Z) Koja je HEMPEKUIHO
mudepenunjadbuiina. [IpernocraBumo 1a ca cBako € jeIHaA4YMHA

f,y,2) =c
npeJcTaBsba MoBpiil y npoctopy. Jata pamunuja nopiu onapelyje jeaHonapamMeTpacky pamMunujy
MOBPIIH U TO Cy HUBO-TIOBPIIH MoJba f. Ako je kpuBa C gata momohy BekTopcke GQyHKIIH]e
ri) =x@®)i+y@®)j+z>t)k, a<t<b

N aKO CC OHA HAJIa3W Ha HUBO-IIOBPIIH I10Jba f, Taz[aje 3a HCKO C

f(x(@®),y@®),z(1)) =c.
OnaBne nudepeHupameM 1001jamMo

af ! af ! af ! /

—x +—y' +—2z =gradf -r' = 0,

0x dy 0z
IpY YeMy je I’ TaHreHTHHU BeKTOp Ha KpuBYy C. YKOJIHKO je KpuBa C riiaTKa U ako BeKTop gradf Huje
HyJIa BEKTOP, 3aKJbyuyjeMo Aa je BekTop gradf (Py) opTOoroHajaH Ha TAaHT€HTHU BEKTOp kpuBe C 'y
Tauku Py. AHanorHo je BekTop gradf (P,) opTOroHajaH Ha TAHT€HTHU BEKTOP CBAKE TJIATKE KPHUBE
KOja IipoJia3u Kpo3 Py. CBU TH TAaHT€HTHU BEKTOPH C€ Hajla3€ y J€JIHO] paBHU KOJy Ha3MUBaMO TAHT€HTHA
paBan nospiu S y Tauku Py. [Ipema Tome, BekTop gradf(Py) uma npaBan HopMaJjie Ha MOBPII

Sy tauxku P,,.
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

v" Bektop
gradf (P,)

|gradf (Po)|

MpE/ICTaB/ba jeAMHUYHUA BEKTOP
HOpMAaJie Ha HUBO-TIOBPII ToJba [
y Tauku P.

n(Py) =

v’ JeIUHWYHK BEKTOP HOpMAJIE je U
Bexktop —n(Py).

Ipumjep 2.3. Oxpe Uty jeAMHUYHE BEKTOP HOpMalle Ha ospur z2 = 4(x? + y?) y tauxu P(1,0,1).

Pjewterve: OBa MOBPII ce MOXE CXBAaTUTU Kao HMBO-oBpm f = 0 moma f = z2 — 4(x? + y?).
ITpema Tome, gradf = —8xi — 8yj + 2zk, gradf(P) = —8i+ 2k u
—-8i+2k —4i+k
n(P) = = .
2V/17 V17
vV (u3unm ce 4ecTo jaBibajy BEKTOPCKA IOJba MPEACTaB/beHa MOMONhY BEKTOPCKHMX (DYHKIIH]ja
KOje ce€ MOry JOOWTH Kao T'paJinjeHTH HEKHX CKallapHMX (QyHKIMja. TakBa mojba ce Ha3uBajy
MOTEHITM]jaJIHA T10Jba a oAroBapajyhe ckanapHe QpyHKIM]je ce€ Ha3UBa]y MOTEHIIWjaJId TOT MOJba.
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

HNedpununmja 2.5. BeKTOPCKO MOJbE€ @ j€ MOTEHIMjaJIHO aKO MOCTOJU CKaJlapHa (yHKIMja [ TaKBa
1a je
a = gradf.

Ckanapra ¢pyHKIH]a [ je MOTeHUHjaja 1ojba d.

v’ 3a MOTEHIMjaJIHO MOJbE CE KOPUCTH U TEPMUH KOH3E€PBATHBHO I0JbeE.

IMpumjep 2.3. a) Onpenutn gradf ako je f = \/ﬁ

0) Onpenutu ckaapuy GyHKIH]Y YUjH je TpagujeHT BexkTop xi — 2yj + k.

B) OnpauTtu u3Boza noka f = 3x2 — 2xy + y?z?% y rauku P (0, —1,1) y npasiy BekTopa
v=i-2j+k.

r) OfpeuTH jeAMHUYHU BEKTOp HOpMalle Ha moBpw Z = x2 + y? y Tauku P(1,2,5).

1) OfpeuTH jeAMHUYHN BEKTOp HopMale Ha KpuBy y = 1 — x? y Tauku P(1,0).
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

2.3. JUBEPETEHIIUJA BEKTOPCKOTI I10/bA

Hexka je
a(x,y,z) =a,(x,y,2)i +a,(x,y,2)j + as(x,y,2)k

nudepeHIujadbuiIHa BeKTopcka QyHKIIH]a.

HNedbunuumja 2.6. Oynkimja

5, 5, 0
diva = a1+ 2 + % (2.10)

dx Jdy 0z

Ha3uBa CC szepereHunja BEKTOPCKOTI I10Jba A.

v" Kopucrehu Xamuntonos orneparop V u3 (2.8) tuBepreHInjy MOXKEMO 3alUCaT U Y OOJIHKY

diva =V _<a_+a_+ak>( |+ + k)_6a1+6a2+6a3
wa=vra=oxt ay] 0z R T oy 0z

v' JluBepreuiyja BEKTOPCKOT 10Jba j€ CKaJapHO TOJbE.

Ipumjep 2.4. 3a BekTopcko nosbe @ = x3yi + y2zj + xyzk je diva = 3x*y + 2yz + xy.
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

Teopema 2.2. Heka je f mudepenuujabmina ckanapHa QyHKIMja 1 U U vV audepeHnnjadbriHe
BEKTOpCcKe QpyHKInja. Tana je

1.divc = 0, € KOHCTaHTHO BEKTOPCKO I10JbE
2.div(Au + uv) = Adivu + udivv
3.div(fu) = gradf -u + fdivu.O

HMedununuja 2.7. JludbepeHiyjaaau oneparop

92 92 92
N (2.11)

V2= A=
dx? * dy?  0z?

30BeMo Jlamnacos qudepenuujaanu oneparop. *
v Axo je f(x,y,z) nBa nyra qudepeHnnjadbuina ckanapHa QyHKIHja, Taja je

of . of . of \ 9*f 9°f 9°f 212
6xl+6y]+azk) +—= = V2f. (212)

. 0. od. 0
div(gradf) = (al +@] +£k) (

ozt dy2 = 9z2

HMepununuja 2.8. Kaxxemo 1a je BEKTOPCKO MOJbE @ COJEHOUAATHO y obsactu D ako je diva = 0y
D.

4 Pierre-Simon Laplace (1749 —1827) ¢paniycku maTematnuap, Gpusndap 1 acTpoOHOM
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

2.4. POTOP BEKTOPCKOTI I10/bA

Heka je
a(x,y,z) =a;(x,y,2)i+ a,(x,y,2)j + as(x,y,2)k

nudepenIujadbuiiHa BeKTopcka QyHKIIH]a.

HNedpunuumja 2.9. Bekropcka GpyHKumja

_ (a3 Oay\, (0a, aag). (aaz aal) (2.13)
mt“‘(ay az>‘+(az ox T o ~ 5y )k

Ha3uBa ce poTop (poTamuja) BEKTOPCKOT MoJba Ae(HUHUCAHOT BEKTOPCKOM (YHKIIM]OM d.

v' TTomohy XamunroHoBor oneparopa Gopmyiry (2.13) MoxkeMo 3amucatd y 00Ky

i j ok
ota=vxa=]2 92 9| (2.14)
dx 0dy 0z
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

IIpumjep 2.5. 3a Bextopcko nosse a = yzi + 3xzj + zk umamo

i j k
ta=VXxa= o 9 9] 3xi +yj + 2zk
rota = a=|- oy 2|~ xi + yj + 2zk.

vz 3xZ Z

v Ako je rota = 0, Ka)xeMo Jia je ToJbe 0e3BPTI0KHO. Y IPOTHBHOM KaKeMO /1 j€ IMOJbe
BPTJIOKHO.

Teopema 2.3. Heka je f nudepenunjabmina ckamapHa QyHKIMja ¥ U U UV audepeHnunjaduiHe
BekTOpcke dyHkiyje. Tana je

1.rotc = 0, € KOHCTaHTHO BEKTOPCKO IOJbHE
2.rot(Au + uv) = Arotu + urotv
3.rot(fu) = gradf X u+ frotu
4.rot(gradf) =0 5

5.div(rotu) = 0.0

> I'pajiujeHTHa M0Jba OMHUCYjy GE3BPTIOKHA KPeTama, Tj. KpeTama 6e3 poTallyje.
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

Teopema 2.4. Heka je a audepenunjadbuiina BekTopcka pyHkuuja y oonactu D. Tana Bpujenu:

1. BekTopcko 10Jbe @ je MOTEHIMJaJIHO aKO M caMo ako je rota = 0, Tj. ako U caMO aKo je MoJbe a
OE3BPTIIOKHO.

2. BeKTOpCKO 10Jbe @ j& COJICHOMTATHO aKO M CaMO aKoO MOCTOjU JiBa MyTa AU(GEPEHITN]a0UIIHO M0JbE
U TAaKBO J1a je a = Totu.

Jloxas:

1. Axo je mojbe @ TOTEHIIMjadHO, OHJIa TOCTOjU cKajlapHa (yHKIUja f TakBa 1a je a = gradf. U3
ocobune 4. y Teopemu 2.3. nobujamo rota = rot(gradf) = 0.

[IpernocraBumo cajaa aa je rota = 0. Taga je

daz  Oday _ da; Oas _ da; da, —0 (2.15)

dy 0z dz 0x dx 0dy

Onpenumo cana ckanapuy GyHkuujy f(x,y,z) 3akojy je @ = gradf. Jlobujamo cucrem

of =a,(x,y,2) (2.16)

(2.17)

dx
af
a_ = az(x,y,z)
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

9,
a_]Zc = a3(x,y,z). (218)

U3 npBe jennaunne cucrema, (2.16), nobujamo

ﬂ%%@=f6Mﬁ%@m+¢@J) (2.19)

raje je je (xq, Vo, Zo) bukcupana taukay D u (x,y, z) npou3BoJbHa Tauka y D. Jludepenmnupamem 1o
Yy, ogHOCHO 110 Z y (2.19), mobujamo

af fx da, do
—=| —(ty,2)dt +—— (2.20)
0y  Jy, 0y dy
of *da, do
— = —(t dt + — 2.21
. aal aaz 6a1 6a3 .
[Tomro je u3 (2.15) 5y o Lo~ B (2.20)-(2.21) nobujamo
af *da dp dp
@ = xoa—tz (t,y,z)dt + @ =a,(x,y,z) —a,(xy,y,2) + @ (2.22)
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

of *das dp dp
e Loﬁ (t,y,z)dt + P as(x,v,z) —as(xq,y,2z) + 3, (2.23)
: : of of :
N3jennauaBajyhu 2y 13 (2200u (2.22) m 5, 1 (2.21) u (2.23), nobujamo
dg
a_ = aZ(xOI Y, Z) (224)
dg
5, = % (x9,V,2) (2.25)
Cana u3 (2.24) nobujamo
y
02 = | a0t 2t + g2 (2:26)
Yo
Hudepenmupamem 110 z y (2.26) nodbujamo
dp Yoa,
| == ! 2.27
5~ ), a2 (xo, t,2)dt + g'(2) (2.27)
0
ITomro je u3 (2.15) % = 66—6;3 u3 (2.27) nobujamo
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

de Yoas , ,
Fri j ﬁ(xo, t,z)dt + g'(z) = az(x0,y,2) — az(x¢,¥0,2) + 9'(2) (2.28)
Yo

N3jeqnavyaBajyhu 2—(5 u3 (2.28) u u3 (2.25) nodujamo

az(xo,y,2) = az(x9,y,2) — az(xo,¥0,2) + 9'(2)

TJ.
9'(z) = az(xo,¥0,2) (2.29)
N3 (2.29) nobujamo
Z
g(2) = j az(xo, Yo, t)dt + ¢ (2.30)
Zg
Jlakne,
y z
¢, 2) =j a,(xo,t,z)dt +j az(xg, Yo, t)dt + ¢
Yo Zg
OJTHOCHO
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

X y VA
flx,y,2) = f a,(t,y, z)dt + f a,(xo, t, 2)dt + j az(xg, Vo, )dt + ¢ (2.31)
X

0 Yo Zg

®dynkuuja (2.31) je ckalapHu MOTEHIIM]jal 10Jba d.

3.Ako0 je @ = rotu, taja Ha ocHOBY ocobune 2. y Teopemu 2.3. umamo div(rotu) = 0, na je mosne
a coneHouaanHo. [IpeTmocTaBuMO cajia Ja je mojbe a cojeHouaanHo T1j. aa je diva = 0. Ilomro je
JIUBEPreHIM]a jJeTHaKa HYJIH HMaMO
da, da, O0da
1 2 3-0. (2.32)

6x+ay+az

Konctpyucahemo nosbe u 3a koje je @ = rotu. Ongasnae nodujamo

au3 auz _ ( )

dy 09z or?

du; Ouz ( )

dz  dx @2lX Y,z

du, Jduy

R et 2.33
Tx 3y as(x,y,z) ( )
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

Kopuctehu ocobune 2. u 4. u3z Teopeme 2.3. mobujamo s1a ako je poTop PyHKIHjEe U JeAHAK @, 1a je€
Tajga u porop GyHkuuje U + gradf Takohe jenHak a, raje je f mpousBoJbHA AUQeEpeHIjaduIHa
ckajapHa (ynkija. To 3HaYM Ja MOKEMO MIPETHOCTABUTH J1a BEKTOpPCKa (QYHKIMja U UMa JeIHY O/
KOOpAMHAaTa jefHaky Hyau. IIpermoctaBumo aa je us(x,y, z) = 0. Taga u3 (2.33) nobujamo

du,

0z
ou
%t aa0,3.0),
du, Jduy
ox ay = az(x,y,2)

= —Qq (.'X', Y, Z)r

(2.34)

W3 npBe aBuje jennaumHe cucrema (2.34) nodbujamo

Z
uZ(xry'Z) = _j a; (x,y, t)dt + w(x;y);
;o
u(x,y,z) = j a, (x,y, t)dt + 0(x,y).
Zo
raje je je (xo, Yo, Zo) Pukcupana tauka y D u (x,y, z) npousBoJbHa Tauka y D. OnaBne nooujamo
du, OJuy Zdaq dw Z0a,

a0
— == — Hdt+—— | —(,y,t)dt —— =
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

Z da, da, dw 00
= | G2y 0+ =2y, )t + o — (234)
fZO( d0x dy ) dx 0dy
Kopucrehu (2.32) u3 (2.34) nobujamo
ou, Jduy Z0as dw 00 dw 00
. T L. - Y ) ;t dt Y » Yo — » Yo 5. A (236)
3y " | g G G = astonn) — asCeym) + o=
. . auZ aul .
N3jennauaBajyhu o oy 1B (2.34) u u3 (2.35) nobujamo
dw 09 (2.37)
x 3y az(x,y, zo)

dyuknnje w 1 6 Mopajy aa ucnymanajy camo ycioB (2.37) ma moskmo y3etn 8(x,y) =0 u
X
w(x,y) = j as (t,y,zy)dt. (2.38)
X0

[Ipema Tome, 3a QyHKIIH]Y U

Z
mm%@=jaﬂmywﬁ
Z

0

VA X
uZ(xi Y, Z) = _J aq (X, Y, t)dt + J as (t; Y, ZO)dt;
Z X0

0
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2. CKAJIAPHA U BEKTOPCKA I10/bA

us;(x,y,z) =0

BpHYjeId @ = rotU TMa cMO KOHCTPYHUCIH MOJbE YU]JU jJ€ POTOP MOJbE @ U Teopema je AoKazaHa. O
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