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TEMA 2: OAPEBEHHA UHTET'PAJI

2.1. AEOUHHULIN]JA OAPEBEHOT UHTEI'PAJIA

Jlo mojma oapehenor maTerpaia noBoau Hac mpodieM oapehuBama nmospmmHe 1 purype y paBHu.
Heka je dyukuuja f mo3uruBHA U HENpeKuaHa Ha [a, b]. durypa orpanuueHa kpuBoMm y = f(x),
npaBuM X = a,X = bu y = 0 Ha3uBa ce KPHUBOJHHHUjCKH Tpamne3 Haf [a, b], Cnuka 2.1.

y [Mogujenumo unTepsai [a, b] Taukama

e

Aa=xg<x1 <X, << x, =h.

Taukama x,, k = 0,1, ...n neduHucaHa je jeIHa MojjeJia
MHTepBaJa [a, b], xkojy o3HauaBamo ca P.

Ca Ax), 03HaYUMO AYKMHY MHTEpBaa [Xk, X411, Tj.

Axyp = Xp41 — Xk, k=01,..n—1.

p b N3abepuMo y CBaKOM CEIMEHTY [Xj,Xy4+1| TPOH3BOJBHY
tauky &, k=0,1,..n— 1.

Cauka 2.1

Ha oBaj HaunH ce 700Hja Mo/jesia cerMeHTa ¢a HCTAKHYTHM TauyKaMa Kojy o3HadaBamo ca (P, §).

! Mako mojam MOBpIIMHE HHjE TEUIKO HHTYUTHBHO Pa3yMjeTH, y MaTeMaTHIU OBaj M0jaM MMa Npelu3Hy AedHHUIH]Y. 3a ovyeTak ce JerHuUIIe
NMoBpIIMHA MHoroyria. JlehpuHunuja moBpiMHe Npou3BoJbHE (UTYype y paBHH 3acCHMBA ce Ha OjpehuBamy MOBpIIMHA MHOTOYIJIOBA KOJU CY
VIHCaHW, OJHOCHO ONKCaHu OKO Te (urype u onpehuBamy HUXOBOT cynpemyMma P u mHpumyma P, pecnextuBHO. Kaxe ce na ¢urypa mma

NOBpIIMHY (MjepJbuBa je) ako je P =P. Csu MHOroyrioBu cy Mjepibuse urype. Ilokasyje ce na ¢purypa uMa noBpILIMHY aKO M CaMO aKo 32 CBaKO
& > 0 mocToje onMcaHu ¥ YIUCaHU MHOTOYTJIOBH TAKBH J1a je Pa3iinKa BbUXOBUX MOBPIIMHA Mamba O] €.
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AEOUHUIHU]JA OAPEBEHOI UHTET'PAJIA

Jedunnmemo PumanoBe 2 mHTErpaiHE CyMe.

Hebunuumja 2.1. Hexa je ¢ynxyuja f oedunucana na [a,b] u mnexa je (P,&¢) nodjena
P = {xy,x1,X5, .., Xn} cecmenma [a,b] ca ckynom ucmaxnymux mauaxa é = {&y,&4,...,&_1}.
36up

n—1
o(f,P,§) = ) fEbx
k=0

ce nasuea Pumanosa unmezpanna cyma gpyuxyuje f y oonocy na noojeny (P, ).

Ipumjep 2.1. Onpenutu jeany PumanoBy unterpaiany cymy dyskmuje f(x) = x Ha cermenty [1,3].

: : . : 3 : 3-1 _ 2 :
Pjewere: N3abeprmo mnojjeny cerMeHTa Ha n jeiHakux Aujenona.” Tana je Ax;, = — =, maje

2(n—1 2n
¥, X, =1+—=3.

X0 =1, x1=1+£, e Xp1 =1+ - "

Nzabepumo &, = x5, = 1 + %, k=0,1,..n—1 unobujamo UHTETPATHY CYMYy

k=0

2 Georg Friedrich Bernhard Riemman (1826-1866), memauku MaTeMaTuvap
8 TakBa HOI[JCJ'IE[ C€ Ha3MBa €KBUIUCTAHTHA noz(je.na CEIrMCHTAa



AEOUHUIHU]JA OAPEBEHOI UHTET'PAJIA

HNuterpanna cyma no3utuBHe (PyHKIMje [ mpeacTaBsba 30Mp MOBPIIMHA MPABOYTraOHUKA CTPAaHHIIA
Axy u f (&), Cnuka 2.2. Ha 0CHOBY HHTYUTHBHOT TIOMMarba IojMa MOBPIINHE, MOKEMO 3aKJ/byUUTH
71a je TOBPIIMHA KPUBOJIMHHU]JCKOT Tparie3a MpUOIMKHO jeaHaka uHTerpannoj cymu o(f, P, &) u na
IITO Cy CTpaHMIE MpaBOyraoHwka AXxj, Mame, TO MHTErpajiHa cyMa 0O0Jbe alpOKCUMHUpPA HETOBY
MOBPIINHY.

Yy
y = f(x)
/| <
—
_—F/
/|
T
a=x, & a1 & @2 €2 m3 &5 x4 i1 i1 oz £ x4 Ty €ns Tp1 En—1 Th=2>0

Cauka 2.2
3aTo yBOAMMO OpO]

P) = A
/1( ) k=0r,r11,?.),(n—1 Xk

KOjW Ha3uBaMo mapamerap (Hopma) mojajeie P.



AEOUHUIHU]JA OAPEBEHOI UHTET'PAJIA

YKOIIMKO TTOCMaTpamMoO TPaHUYHHU IIPOIEC Y KOME IapaMeTap IOJAjele TeXW HYJIHW, WHTYHTHBHO
MOXXEMO 3aKJbYUUTH J1a OW WHTETpajHe CyMe TeKWJIe MOBPIIMHU KPUBOJHUHH]CKOT Tpame3a. OBO
pa3sMaTpame Hac BOJIM A0 AehuHULIM]e ojpeheHor nHTerpania.

Hepununmja 2.2. Hexa je ¢hynxyuja f oegpunucana na [a, b]. Axo nocmoju peanan 6poj I maxas
oa 3a npoussomsno € > 0 nocmoju § > 0 max0 oa 3a ceaky nodjeny ceemenma [a,b] ca ckynom
ucmaxnymux mavaxa (P, &) koja ucnymwasa ycinos A(P) < & spujeou nejeonaxocm

|O'(f,P,€) _Il <§g,
maoda Kasicemo 0a je pynxyuja f unmezpaounna unu Puman unmezpaounna na ceecvenmy [a, b

u 6poj 1 nasusamo oopeljenum unu Pumanosum unmezpanom ¢ynxyuje f na [a,bl, npu wemy
KOPUCMUMO O3HAKY

b
I =j f(x)dx. (2.1)

®yuknujy f HazuBaMo moguHTerpajna pynknuja onpehenor marerpana (2.1). bpoj a je noma a
Opoj b ropmwa rpanuna oapeheror uaterpana (2.1).

npumjenda 2.1. Oapehenun unrerpan ce noHekas aepuHuie nomohy jeqHaKOCTH

= o, 55) (2.2)

Ipy YeMy TpeOa HAIIOMEHYTH JIa CE OBJIj€ HE PAAM O KJIACHYHO] TPAHMYHO] BPUjeIHOCTH.

*Bupjeru [IpumjenOy 2.2 y busbana Bojsoauh u Bnagumup Brnaanuuh, Mamemamuxa 11



AEOUHUIHU]JA OAPEBEHOI UHTET'PAJIA

Onpehenn unterpan naTerpabuiiHe QyHKIM]E j€ JeAUHCTBEHO oApeheH.

Teopema 2.1. Axo je pynkyuja f unmeepaburna na [a, b], maoa je spujeonocm I = f: f(x)dx
jeouncmeeno oopehena.

OrpannyeHocT (PpyHKIHjeE je MOTpPedaH yCJI0B 32 lbeHY MHTErpaduJIHOCT.

Teopema 2.2. Ceaxa unmezpabuina gyukyuja na |a, b] je oepanuuena na |a, b].

Hoxasz: TlpeTmocTaBUMO CympoTHO, Tj. aa je ¢yHkumja f HeorpanmyeHa Ha [a,b]. Tama 3a
IpoU3BOJbHY Togjeny P cermenrta [a, b], moctoju cerment [x;, x;,.1] 3a meko i € {0,1,...,n — 1} Ha

KojeM je (yHKIMja HeorpaHudeHa. Ha mpeocTaanM CerMeHTHMa [Xi,Xk.1] 3a k # i uzabepumo
IPOU3BOJPHO UCTAKHYTE TauKe &) U 03HAYUMO 30Hp

n—1

ol = E f (&) Axy.
=0
ki

Hexka je K > 0 npoussosban. Ilomro je f HeorpanuueHa Ha [x;, X;, 1], mocroju &; € [x;, x;,1] Tako ma

|ai| + K
I > —
FEDN =
dopmMupajMo MHTETPAIHY CyMy 3a JaTy moajeny P u ucrakayte tauke {&g, ..., &, o, €y}

a(f,P,§) =o' + f(§)Ax;.



AEOUHUIHU]JA OAPEBEHOI UHTET'PAJIA

Tana je
lo(f,P,&)| = |ot + F(EDAx| = |f(EDIAx; — || = |ot| + K — |o!| = K.

OpnaBae 3ak/bydyjeMoO Jla je MHTerpajHa cymMa HeorpaHMYe€Ha 3a MPOM3BOJbHY Iojjeny P 1mTo je

KOHTPAMKIIMja ca MPETIIOCTAaBKOM J1a je GyHKIrja nHTerpadbuinna Ha [a, b]. akne, pynkmuuja f mopa

OuTtu orpannueHa Ha [a, b]. O

1

Mpumjep 2.2. dynkuuja f(x) = {x,x € (0,1]

Huje uaTerpadbuana Ha [0,1], jep Ha TOM cerMeHTy
0,x=20

HUJ€ orpaHuyeHa. ¢
Y yckoj Be3u ca PumanoBom unTerpansom cymom (2.1) cy Jlapoyose ° cyme.

Hebununuja 2.3. Hexa je pynxyuja f oepanuuena na [a, b u nexaje P = {xy, x1, X5, ..., X} jeOua
noojena ceemenma [a, b]. Heka je

m, = inf f(x), M, = sup f(x), k=01,.., n—1.
XE[Xje,Xkt1] X€E[xk,Xg+1]
Cyme
n-1 n—1
s(f,P) = Z myAx; , S(f,P) = z M, Axy,
k=0 k=0

306emo 0oma u 2oprea /lapoyosa cyma pynxyuje f na [a, b], pecnexmusno.

5 Jean-Gaston Darboux (1842 — 1917), ¢ppanmycku maremaTudap



AEOUHUIHU]JA OAPEBEHOI UHTET'PAJIA

y = f(x)

a ==, Eﬂ Ty El Ly §2 3 ‘E? ] T Eg‘—l €L Ei Lipa Lp—2 En_g Lp—1 En—l Ty =b

Ciauka 2.3

Homwa JlapOyoBa cyma MpelcTaB/ba CyMy MOBpIIMHA [PAaBOYTraOHWKAa KOJU Cy YIOUCAHU Y
KPUBOJIMHUJCKU Tpane3, JoK ropmwa JlapdyoBa cyMa mpeacTaB/ba CyMy IMOBpIIWHA MPABOYTaOHUKA
OTIMCAHNX OKO KPUBOJIMHU]CKOT Tpariesa.

JacHo je ma 3a mpou3BoJbHE Tauke &), U3 cerMenTa [Xy, Xk 4+1), kK = 0,1,...n — 1, BpHjeau

my < (k) < My

oaakiie 1ooujamo oaHoc usmely Pumanose u JlapoyoBux cyma, Cnuka 2.3:

s(f,P) =a(f,P,§) =S(f,P).



AEOUHUIHU]JA OAPEBEHOI UHTET'PAJIA

VY cwenehoj Teopemu ce momohy JapOyoBux cyma dopMyauiry NoTpeOHU U TOBOJHbHU YCIIOBU Jia Ou
dbyHKIMja Ousia UHTErpaOUIIHA HA CETMEHTY.

Teopema 2.3. Ozpanuuena pynkyuja f je unmezpabunna na [a, bl ako u camo axo 3a npouszeossho
€ > 0 nocmoju & > 0 maxeo oa 3a ceaxy nodjeny P ceamenma [a,b] ca ocobunom A(P) < 6
8pujeou

S(f,P) —s(f,P) <e.

Ipumjep 2.3. Ucnuratu aa mu je Gynkuuja f(x) = x u3 [Ipumjepa 2.1 uarerpadbuiana Ha [1,3].

Pjeweme: TTomto je yukiuja f pactyha Ha cermenry [1,3] umamo najesza k =0,1,..n—1

m = inf  f(x)= x My= sup f(x) = xgs1-
XE[X e, Xk+1] XE[Xk,Xk+1]
Jaxue,
n—-1 n—-1
S(f»P)=ZxkAxk; S(frp)zzxk+1Axk
k=0 k=0
na je

n—1
SCFLP) = S(fP) = ) Gtieen = %) Crers = %)
k=0



AEOUHUIHU]JA OAPEBEHOI UHTET'PAJIA

[MomTo je A(P) = odnax Ax;, jacHo je ma je
=0,1,...,n—

Xk+1 — Xk < A(P), k= 0,1, e, 1 — 1.

IIpema Tome
n—1
SCFLP) = S(FP) S ) (tirs — 1)A(P) =
k=0

AP)(xy — xp + X2 — X1 + -+ Xy — X 1) = AP) (X, — X0) = A(P)(b — ).
Opnasae mob6ujamo aa je 3a mpou3BobHO € > 0 u3a A(P) < 6 = ﬁ UCIYHCH YCIIOB

S(f,P)—S(f,P)<£,

na je Ha ocHOBY Teopeme 2.3. ¢pyHKIM]ja UHTErpaOWITHA.

10



2.2. AHTET'PABUJIHOCT HEKHUX K/IACA ®YHKIHUJA

Pa3smarpaMo [10BOJbHE YCJIOBE 3a MHTErpaOUIHOCT (PyHKIHjEe. Y JOKa3uma ce KOPHUCTE IMO3HATH
pe3yaTaTd M3 MaTeMaTH4Ke aHaju3e KOJU CE€ OJHOCE Ha OCOOMHE HENpeKUuIHUX (QyHKIIH]ja:
Bajepmrpacosa, Komu-boaanosa u Kanrtoposa Treopema.t

Teopema 2.4. Ceéaxa nenpexuona @ynkyuja na [a, b] je unmezpabunna na |a, b).

Hoxasz: Heka je € > 0 npousBossHO. ITorro je f HenpekuaHa Ha [a, b] oHa je Ha ocHOBY KaHTOpOBe
TeOpeMe Ha TOM CETMEHTY U PaBHOM]EPHO HEMPEeKuaHa, a moctoju 6 > 0 TakBO Ja BpHUjeau

(Vu,v € [a,bDlu—v| <6 = [|f(W) - f(W)] <

b—a

Heka je P = {xg,xq,X5,...,X,} mogjena cermenra [a,b] takBa ma je A(P) < §. Ilomro je f
HeNpeKuaHa Ha [a, b], Ha ocHOBY BajepiirpacoBe TeopeMe MOCTOje Uy, Vi € [Xk, Xk4+1] Tako ma je
my = f(ug), My = f(vy), HajMama, omHOCHO HajBeha BpujeaHOCT QYHKIHMjEe Ha [Xi, Xk41], kK =
0,..,n—1. ITomro je |uy — Vi| < Xp41 — X < A(P) < & nodujamo

n—-1 n—-1 n-1
S(f,P)—s(f,P) = Z(Mk — my)Axy, = Z(f(vk) — f(u))Ax, < z 2 i ank = &.
k=0 k=0 k=0

Omnasne, Ha ocHOBY Teopeme 2.3, nobujamo 1a je pyukuuja f narerpabunna Ha [a, b]. O

® Bugjeru busbana Bojsoauh u Bnagumup Bnaguuuh, Mamemamuxa
11



MHTEI'PABUJIHOCT HEKUX KJIACA ®YHKIHJA

Henpexuanoct pyHkumje jecre 10B0/baH, 1M He U NMOTPEOAH YCJIOB 32 HlbeHY MHTErpaOMJIHOCT.
[Tokasyje ce ma je u (QyHKIHja KOja MMa KOHAYHO MHOIO Tadaka IPEeKHaa IpBe Bpcre Ha [a, b]
uHTerpadbunna Ha [a, b]. Bpujenu cipeneha teopema. '

Teopema 2.5. Axo ¢ynkyuja f uma xonauno mro2o mavwaka npexuda npee spcme na [a, b], maoa
je f unmeepabunna na [a, b).

Moxe ce mokasatu aa 3a QyHKIHje f M g KOje Cy HMHTerpabmiHe Ha cerMeHTy [a,b] u Koje ce
pa3iKyjy caMO y KOHAYHO MHOT'O Tadyaka, BPHjeId jeIHAKOCT lbUXOBUX UHTErpaia Ha [a, b], Tj.

b b
J f(x)dx = J g(x)dx .8
a a
Jenna oz knaca uaTErpaOMIHUX (QYHKIMjA CY © MOHOTOHE (PYHKIIHjeE.
Teopema 2.6. Heka je f:|a, b] > R monomona ¢pyuxyuja. Taoa je f unmeepabunna na [a, b].

Jloxa3z: Bugjetu busbana Bojsoauh u Bnagumup Brnaguauh, Mamemamuxa |l.

’ OyHKIIMja MOKe UMaTH M 0€CKOHAYHO MHOTO Tadaka MpeKH/Ia 1a Ja uimak Oyae WHTerpaduiaHa. 3amnpaBo BpHUjeIH Ja je OrpaHuvYeHa
¢yHKIMja WHTErpabuiIHa Ha [a, b] ako U camo ako ce CcKym Tadaka npekuna Gpyukimje f Ha [a, b] 3a cBako € > 0 MOKe MOKPUTH ca
peOpojuBO MHOTO OTBOPEHUX MHTEpBaJla Uija yKyINHa AyKuHa HUje Beha of €.

¢ Bunjetu 3agatke 8.1 9. nu3a 2.3. Ocobuna onpehenor unrerpana y busbana Bojsoauh u Bnagumup Brnaguuuh, Mamemamuxa 1l.

12



2.3. OCOBMHE OAPEBEHOT UHTEI'PAJIA
Teopema 2.7. 1) Axo cy ¢pynxyuje f u g unmeepabunne na [a, b], maoa je na[a,b] unmeepabuina
u pynkyuja af + g, a,f € R u epujeou
fab(af(x) + ,Bg(x))dx = afabf(x)dx + jabg(x)dx.
2)Axko je f unmeepabunna na [a, bl u c € (a,b), maoa je f unmeepabunna na [a,cl u [c,b] u 6pujedu
jbf(x)dx = jcf(x)dx + jbf(x)dx.
3) Axko je f unmeepabuina na |a, bl u f(x) = 0 3a x € |a, b], maoa je

b
j f(x)dx = 0.

4) Axo cy f u g unmezpabunne na [a,b] u axo je f(x) < g(x) 3a x € [a, b], maoa je

b b
j f(x)dxsj g(x)dx.
a a
5) Axo je gynxyuja f unmeepaburna ma [a,b], maoa je wna [a,b] ummezpaburna u
Gyuxyuja |f| u epujeou

ja | < j ' Foldx.

13



OCOBHMHE OZAPEBEHOI UHTET'PAJIA

Joka3z: 1) OBa ocoOnHa ce OHOCH Ha JJMHeapHOCT oapel)eHor mHTerpaja a ciaujeau TUPEKTHO U3
JMHEAPHOCTH MHTETPAITHUX CyMa.

2) OBa ocoOuHa ce 30B¢ 0COOMHA AAMTHBHOCTH oJpeljeHOr MHTerpajga y OJHOCY Ha HHTEPBAJ
HMHTErpalyje. 3a JoKa3 0Be 0COOMHE Ha MOYETKY CE MoKa3yje Ja je PyHKIMja Koja je HHTerpadbuiIHa
Ha [a, b] uaTerpabmiIHa M Ha CBAKOM CECMEHTY KOjH je MoACKyM ox [a, b]. dakie, f je unTerpabuina
Ha [a,c]u[c, b], ¢ € (a,b).Heka je nat uu3 nmoxjena Ha [a, b] Tako ga cBaka mojjena y MCTaKHYTHM
TavyKaMa CaJp;Ku C Kao jeaHy Tauky moxjene. Tama mocroju i € {0, ...,n — 1} tako 1ga je ¢ = x;, ma je

n-1 -1 n-1
o(f,P,§) = ) fEMx = D FEIM+ ) F(E)Ax,
k=0 k=0 k=i

[IpBa uHTErpaliHa CyMa Ha JIECHO] CTPAHU Y TOPH0] J€IHAKOCTH OJiroBapa uHTerpainy yHkuuje f Ha
[a, c] a npyra unterpany dyukiwmje f Ha [c, b], omakie ciujenn jeaHaKoCT 2).

3) Axo je f(x) =0 3ax € [a,b], Tana cy cBe MHTErpajHe CyMe HEHETraTHUBHE Ma W ojapeleHn
HHTETpai Mopa OuTH HeHeratuBan. OBa 0COOMHA Ce Ha3MBa MOHOTOHOCT ojapeheHor mHTerpaJa.

4) 13 ocoOuHe JIMHEapHOCTH ¥ OCOOMHE MOHOTOHOCTH oJipel)eHor HHTerpaia 100ujamMmo
b b b
FO) <900 = 900~ F0) 202 [ (9 - FONdx 202 [ gCdr = [ fGadx
a a a
5) [Momro je  —|f(x)| < f(x) < |f(x)| wu3 nuHeapHocTH U ocodune 4) 0OHjaMo

—jablf(x)ldx < jabf(x)dx < Lblf(x)ldx = fabf(x)dx

b
Sf |f(x)|dx.O

14



OCOBHMHE OZAPEBEHOI UHTET'PAJIA

Ipumjenda 2.3. 13 ocobune 3) y Teopemu 2.7 3HaMO Jia je MHTErpajl HeHeraTuBHE GyHKIM]je Ha [a, b]
Takol)e HeHeraTuBaH. Y ciiy4yajy HelpeKHu/JHe U HeHeraTuBHe (YHKIIMjE 3a KOJy IMOCTOJU Tayka C €
[a, b] y x0joj je f(c) > 0, Bpujeau 3HaK CTPOre HEjEAHAKOCTH, Tj.

b
f f(x)dx > 0.

IIpumjep 2.4. Ynopenutu BpujenHOCTH cibenehux nHTerpana 0e3 u3padyHaBama

T T

2 .4 2 .,
sin*Vxdx U sin“xdx.
0 0

. T . . . .
Pjewerve: 3a x € [O, E] umamo sin'x < sin’x, naje gpynkuuja
f(x) = sin®x — sin'%x

HEHETaTUBHA HA [O,%]. [Tomro je pyHkuMja f ¥ HeNmpeKuaHA Ha [O,%] u HOp. f (%) =—2>0, Ha

ocHoBy IIpumjende 2.3 nobujaMo Aa je ’eH UHTErpal MO3UTUBAH, TJ.

: :
j f(x)dx = j (sin’x — sint%x)dx > 0.
0 0

OnaBne, kopunrhemeM JIMHEAPHOCTH oApeleHor nHTerpana JooujaMmo

T T

2 2
j sin?xdx >j sin%dx. ¢
0 0
15



OCOBHMHE OZAPEBEHOI UHTET'PAJIA

2.3.1. Teopema o cpeaH0j BpUje JHOCTH UHTETrPAIHOT payyHa

Teopema 2.8. (Teopema o cpein-0j BpHjeTHOCTH HHTErPAJHOTr pauyHa) Heka cy ¢pynxyuje f u
g unmeepabunne ua ceamenmy [a,b], npu uemy je g(x) =20 (g(x) <0) 3a x €[a,b] u
neka je m = inf f(x) u M = sup f(x). Taoa nocmoju u € [m, M| maxae oa je

x€[a,b] x€[a,b]
b b
[ Feogeadx = u [ gooax 23)
a a
Axo je pynxyuja f jow u nenpexuona na [a, b, onoa nocmoju ¢ € (a, b) maxso oa je
b b
| rdgeadx =@ [ guodx Xy
a a

Hoxaz: be3 orpaHuvema OIMIITOCTH MOXeMo mpermnoctaBuTd na je g(x) = 0. Kopucrehn

: b
MOHOTOHOCT oj/ipel)eHOT HHTerpaia MOKEMO 3aKJbYUUTH J1a TaJa BpUjean fa g(x)dx = 0.

1) Hoxaxwmo jeauaxoct (2.3). ITomrro je 3a cBe X € [a, b]
m<fx)sM A gx) 20=>mgx) < f(x)g(x) < Mg(x).

Ha ocnoBy Teopeme 2.7 ogaBne no0ujamo

b b b
mj g(x)dx Sj fx)gx)dx < Mf g(x)dx.
16



OCOBHMHE OZAPEBEHOI UHTET'PAJIA

Axo je f: g(x)dx = 0 oHza U3 ropme HejeTHaKOCTH UMaMO J1a je 1 f: f(x)g(x)dx = 0 na sBpujenu

jemnakoct (2.3). Ako je f:g(x)dx > 0 Taga 3a

12 F0)g(x)dx
=—7
[2 g(x)dx

Bpujern m < u < M u jemHakocrt (2.3).

2) IIpetnocraBumMo caja na je GyHKIMja [ HENPEKHJIHA W JOKaKUMO jemHakocT (2.4). Ako

je f;g(x)dx = 0, Tama je 3a mpou3BoJbHO C € (a, b)

b b
J f(x)g(x)dx = f(c)f g(x)dx =0

TJ. Bpujeau jeaHakocT (2.4). VY HacTaBKy IMpenocTaBbamMo JAa jJe f:g(x)dx > 0. Ha ocHoBy

BajepmrpacoBe TeopeMe IO3HATO je Aa IMOCTOje Tauke U3 cerMenTa [a, b] y kojuma GpyHKIH]ja y3uMa
BpUjeaHOCTH M U M, anu ucto Tako, Ha ocHOBY Komu-bomnanose teopeme o mehyBpujenHoctu, u
cBe BpHjennoctu u3 cermenra [m, M]. Ilpema tome, moctoju ¢ € [a,b] Tako ma je f(c) = u.
[Tokasyje ce a ce Tauka ¢ ca OBOM 0COOMHOM Hasazu y uatepsany (a, b).? Jlokas je uaeHTUYaH U Y
ciy4ajy na jenHakoct (2.4) Bpujenu 3a ¢ = b. Teopema je qokazana. O

Crasspajyhu y Teopemu 2.8 na je g(x) = 1, x € [a, b] nobuja ce cibeneha mocpeauia.

°* Bunjeru bussana Bojonuh u Bnagumup Brnaguuuh, Mamemamuxa |1, noxas Teopeme 2.7.
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OCOBUHE OZPEBEHOI' UHTET'PAJIA

IMociwenuna 2.1. Hexka je ¢ynxyuja [ unmecpaburna na ceamenmy [a,b] u wuexa je
m= inf f(x) u M= sup f(x). Taoa nocmoju u € [m, M| maxas oa je

x€[a,b] x€la,b]
b
f e = i = )
a

Axo je ¢pynxyuja f jow u nenpexuona na [a, b], onoa nocmoju ¢ € (a, b) makeo oa je

b
j f)dx = f(c)(b — a). (2.5)
a
Ty .
Jennakoct (2.5) uma jeTHOCTaBHO T€OMETPH)CKO Ly = f(x)
TyMaueHme. / : &
Ha Ciouuum 2.4 npukazan je rpadguk QyHKIHje P

y=f(x) u mpaa y = f(c), c € (a,b).

Jennakoct (2.5) roBopu 0 ToMe Aa Cy TOBPIITHUHE
KpUBOJIMHUJCKOT  Tpame3a  ABCD U f(e)
npaBoyraonuka ABEF jegnaxe.

ra Cc !b
Ciauka 2.4
18



OCOBHMHE OZAPEBEHOI UHTET'PAJIA

2.3.2. Besa usmebhy HeoapebheHor u oapeheHnor nuurerpasa

Hapenne nBuje Teopeme ce HazuBajy @yHIaMeHTAJIHe TeopeMe HHTErpaJiHOr pauyyHa U OIHUCY]y
Be3y usmelhy oapehenor u Heoapehenor mHterpana. IlpBa o mUX omucyje HeoapeheHu uMHTerpal

nomohy oapeheHor unrerpana.
Teopema 2.9. Hexka je f nenpexuona na [a, b). Taoda je pynkyuja F oepunucana na [a, b] ca
F(x) = fo(t)dt
npumumusHa yuxkyuja yuxyuje f. ’
Hokaz: Heka x, x + h € (a, b). U3 ocobune atuTHBHOCTH opel)eHOr HHTEpajaa HMaMo
x+h
F(x+h) — F(x) =j f(t)det.
X
Kopunihiewem [ocpennie 2.1 nooujamo aa mocroju 6 € (0,1) tako maa Bpujeau
Jx+hf(t)dt =(x+h—x)f(x+6h)=>F(x+h)—F(x)=hf(x+ 6h).
x
OpnaBne, Ha OCHOBY HEMPEKUIHOCTH PyHKIH]jE f, T0OHjaMo
lim EEFM ZFC) o s P = fo. o

h—0 h

19



OCOBHMHE OZAPEBEHOI UHTET'PAJIA

Ipumjenda 2.4. 13 Teopeme 2.9 nobujamo Gpopmyiy 3a nudepeHImpame HHTErpaia no ropmhoj rpaHuIu:

<fxf(t)dt) = f(x) (2.6)

Ipumjep 2.7. 3a pyukmujy F(x) = flxe‘tzdt je F'l(x) =e™*". ¢

[Tomohy mpyre pyHmamentanne teopeme, Tj. Ibyru-Jlajorunose® popmyne, oxpehenn unterpan ce
M3padyHaBa MmoMohy mpou3BoJbHE MPUMUTHUBHE (DYHKIIH]E.

Teopema 2.10. Heka je ¢pynxyuja f nenpexuona na [a,b] u F mwena npumumusena ¢pynxyuja na
la, b]. Taoa je

b
j f(x)dx = F(b) — F(a). (2.7)
a
okasz: V3 Teopeme 2.9 u Jleme 1.1 gobujamo na cBaka npuMHUTHBHA (DYHKIM]a KUMa OOJIUK

F(x) = jxf(t)dt +C, x€]la,b]

raje je C nmpou3BosbHA KoHCTaHTa. Omase 3a x = a mobujamo F(a) = C nokje3ax = b

b b
F(b) =j F(O)dt +C =f f(O)dt + F(a)

Tj. mobujamo HbyTH-JlajorUIIOBY Qopmyny (2.7). O

10 1saac Newton (1642-1726/7), enrnecku Gpusuuap, MaTeMaTuyap, aCTpOHOM U Gri0300;
Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz (1646 -1716), memauku ¢uno3od, MaTeMaTH4ap U NpoHanasay
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OCOBHMHE OZAPEBEHOI UHTET'PAJIA

Hpumjenda 2.5. Kopuctu ce n o3naka F(x)|2 = F(b) — F(a) nomohy koje ce dopmyna (2.7)
O0OHUYHO 3amucyje y 00JuKy

b
[ reodx=reo

IIpumjep 2.8. zpauyHatu unTerpaie:

1 1 1
a)f x2dx, 6)[ —dx.
—1 —1X

Pjeweme: a) [Ipumjenom tbyTtu-JIajonutiose popmyne nodujamo

1 ] | 1N 2
j x2dx =— =——(——)=—.
3 3) 3

1 3 -1
0) ®opmaniHom npuMjeHoMm BbyTH-JIajoHUIIOBE hopMyTie 1oOMIH OCMO

1 1 1
j —dx =ln|x||_1 = 0.

11X
MebhyTtumMm, ycioBu 3a nipuMjeHy oBe (GopMyJie HUCY UCIYHECHU jep MOAMHTErpaiHa (PyHKIMja uma
npekua y Tauku x = 0. [llraBume, ¢pynkuuja f(x) = i Huje uaTerpabmina Ha [—1,1] jep Ha Tom

CErMEHTY HHj€ OTPaHUYEHA, IITO je HAa OCHOBY TeopeMe 2.3 moTpedaH yCiaoB 3a HUHTErPaOMITHOCT. ¢
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2.4. CMJEHA ITPOMJEH/bUBE. ITIAPLIUJA/THA UHTEI'PALIUJA

OcHOBHE METO/Ie MHTETpalje y oJipe)eHOM HHTErpaly Cy, Kao U KoJ HeoapeheHor nurerpana, METo
CMJE€HE ITPOMJECHJBbMBE U METO/] NapIiijaiHE UHTETpalltje.

Teopema 2.11. (Cmjena x = @(t)) Hexa cy ucnymwenu cwedehu yciosu.
1) pynxyuja f je nenpexuona na [a, b|,

2) g:|la, Bl = la,b], @(a) =a, ¢(B) = Db,
3) pynxyuja @ je nenpexuomno oughepenyujabuina na |a, f].
Taoa je

b B
| 1 = [ flo@)e @t 28)
Hoxasz: V3 ycaoBa Teopeme 100ujaMo 1a ocToju npumuTrBHA QyHKIHja F (x) 3a yukuujy f(x) Ha
[a, b], kao u npumuTuHa Gynkimja ®(t) 3a dyuxumjy f(@(t))e’ (t) na [a, B]. Bpujenu cbenche
F&) = (Flo®)) = Fp®)e'® = fp®)g'@) = (D)
Opnasae mobujamo 1a je F((p(t)) =®d(t)+ C, tE]|a B], naspujenn
b B
j f()dx = F(b) — F(a) = F(p(B)) — F(p(a)) = ®(B) — ®(a) = f fle®)e' (®dt,

1. hopmyna (2.8). O
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CMJEHA ITPOMJEH/bUBE. TIAPLIUJA/IHA UHTETPALIUJA

Ipumjep 2.9. Mzpauynatu unterpan
1
f V1 —x?dx.
-1

Pjewerve: YBemumo cMjery x = @(t) = sint, t € [—%%] Vounmo 1a je cost > 03at € [—gg] n

naje t = arcsinx. dOyHKIM]a @ UCIIyHaBa YCIOBE 3a CMjeHY IIPOM]jEHIbUBE Ha [— %, %] U 100ujamo

/s

) n n n
2 2 1 (2 T
j 1 — x2dx = fn\/ 1 — sin%tcostdt = Jncosztdt = EJ _(1+ cos2t)dt = E'O
-1 2 2

2

Cnu4HO 10Ka3y MPETXOIHE TEOpEeMe J0Ka3yjeMO U TeOpeMy O CMjEeHH MpoMjeHsbuBe @ (x) = t.

Teopema 2.12. (Cmjena @(x) = t) Hexa cy ucnymwenu cweoehu yciosu:
1) pyuxyuja f je nenpexuona na |a, b,

2) p:la,b] = |a, Bl, @(a) =a, @b)=p,

3) ¢ je mempexuono ougepenyujadburna @Gymkyuja Koja  uma UHEEP3HY OYHKUUTY
o~ =y:[a,p] - [a,b].

Taoa je

b B
j flo(x))dx = j f®Y'(H)dt. (2.9)
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CMJEHA ITPOMJEH/bUBE. TIAPLIUJA/IHA UHTETPALIUJA

Ipumjep 2.10. /la 1u je ucnpapan cibeaehu mocrymak: cMjeHOM Sinx = t,dx =

1
Sm/6 z tdt 2 V3
Sinxdsz =—J1—-t2"=1-——7

jo 0o V1 —t? |0 2

Pjewerve: TlocTynak HHje WCIpaBaH IITO MOXXEMO MPOBjepuTH npuMjeHoM bbyTH-JIajoHuIIOBE hopmyie.
®dyuknuja @(x) = sinx Hema uHBep3Hy (yHKuHjy Ha cermenty [0,57/6] jep HHMje WHjeKTHBHA Ha

— n001jaMo

unrepsany [0,57/6] (amp. Sing = sin 2?”), ma ce Teopema 2.12 Huje MOrIa MIPUMHjEHUTH Ha OBaj HAYHH.

HcmpaBan mocrymnak 3a npuMjery gpopmyie (2.9) 6u 6uo na ce uarepsan [0,57/6] moaujenu Ha 1Ba aujena
Ha KojuMa je ¢dyHKuHja @ (x) = Sinx MOHOTOHA, CAMUM THUM M WHJEKTHUBHA. 3aTO MHTETPa MPEICTaB/HaMO

y 00/IuKy 30Mpa J1Ba HHTErpana Koju UCIyHaBajy oBaj yCJIoB: [ on/ ? sinxdx w fnsfz/ ® sinxdx.

3a NpBU MHTETPAI UMAMO

dt dt
sinx = t, x=0=>t=0, =n/2=>t=1, dx = —
x=m/ X7 Cosx V1 — 2
a 3a Zpyry, 300r HEMO3UTUBHOCTH (QYHKIUje cosx Ha [m/2,51/6],
dt dt

sinx = t, x=mw/2=>t=1, x=5n/6=>t=1/2, dx = = —

cosx 11—tz

51/6 /2 51/6
j sinxdx = j sinxdx + f sinxdx =
0 0 /2

1 tdt /2 tdt 1 1/2 V3
— — _ _ 2 _ 2 — e
jo Jl — J1 t|0+\/1 t|1 1+ 0

Jakne,
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CMJEHA ITPOMJEH/bUBE. TIAPLIUJA/IHA UHTETPALIUJA

OnpehuBame nHTErpasia MapHUX WM HEMapHUX PyHKIHMja HA CAMETPUYHOM UHTEPBATy UHTETpall]e
MOKEMO T0J€THOCTABUTH CBONEHEM Ha MHTETPAlM]y Ha MOJOBMHU MHTEPBaJa MHTErPalHje, IITO je
pe3yiTaT Koju CIHMjeId M W3 TEeOMETPHJCKE HHTepIpeTanuje oapeheHor HHTEerpajga y CMHUCITY
MIOBPIIIMHE KPHBOJIMHU]CKOT Tpane3a. HapeaHa gema omnucyje oBy 0oCOOMHY oJipeh)eHnx mHTerpaia.

Jlema 2.3. Heka je f nenpexuona ¢pynxyuja na cecuenmy |[—a, al.

1) Axo je f napna ¢pynxyuja, maoa je
a a
f f(x)dx = Zj f(x)dx.
~a 0
2) Axo je [ nenapna gynxyuja, maoa je

j_af(x)dx = 0.

Jloxaz: KopuithemeM 0cOOMHE aIUTUBHOCTU OJipelheHOT HHTEerpaia 1001ujamo
a 0 a
j f(x)dx = j f(x)dx + j f(x)dx.
—-a —-a 0
YBohewem cMjeHe X = —t y IpBOM UHTErpary J00MjaMo

j_a;f(x)dx = joaf(—t)dt + joaf(x)dx = joa(f(x) + f(—x))dx.
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CMJEHA ITPOMJEH/bUBE. TIAPLIUJA/IHA UHTETPALIUJA

Ako je f mapHa (yHKIMja Taqa je
f=x)=fx) = f) + f(=x) = 2f(x),
a ako je [ HemapHa Taja je
f(=x)=—-f(x)=fl)+f(=x) =0

W JeMa je JokazaHa. O

Axo cy dyukije f u g unrerpaduine Ha [a, b], Mmoxe ce mokaszaru aa je Tajga Ha [a, b] uHTerpaduiHa

u ¢yHkyja f g, xao U QyHKIHja g ( inf |g(x)| > 0). Melytum, uHTErpal MIPOHU3BOIA
x€[a,b]

(KOJIMYHUKA) HUJE JeTHaK MPOU3BOAY (KOJUYHUKY) UHTETpaa.

AHAJIOTHO Kao y ciy4dajy HeonpeheHor uHTerpaia, Besza usmel)y oapeheHor unrerpana u onepaiuje
MHOXEHa C€ YCIOCTaBJba MOMONY napiifjaiaHe HHTErpaluje.

Teopema 2.13. (IlapuujajHa uHTerpanmja) Axo gynkyuje U u v umajy Henpexuoue u3eooe Ha
[a, b], maoa sasxcu

b b
] u(x)v'(x)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — f v()u'(x)dx. (2.10)
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CMJEHA ITPOMJEH/bUBE. TIAPLIUJA/IHA UHTETPALIUJA

Jokaz: U3 (u(x)v(x))’ =u'(x)v(x) + u(x)v'(x) npumjenom IbyrH-JIajoHunose Qopmyie
n100H1jamMo

b
f W (v (x) + ul)v'(x))dx = u(x)v(x)|§ = ub)v(b) — u(a)v(a)
Tj. popmyny 3a mapiujainy uaterpanyjy (2.10). O

®opwmyna (2.10) ce oOUUHO 3anucyje y 00JIUKy

b b
J u(x)dv(x) = u(b)v(b) — u(a)v(a) — j v(x)du(x)
a a
U TIpUMje’BYj€ Ha CIMYaH HAaYMH Kao KoJ HeoapeheHor uHTerpana.

Ipumjep 2.11. M3pauynatu uHTErpai

NI

j xsin2xdx.
0

Pjewerve:
% u=x dv =sin2xdx
JOxSLandxz du = dx v=—56052x -
 cos2 |%+1j% 2xdx = =+ Loinzxl? = .
2cosx0 20cosxx—2 4smxo—z.
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2.5. IPUM)EHE OAPEBEHOT MHTEI'PAJIA
¢ [loBpminHa ¢purype y paBHH
Heka je ¢yHkuuja f HeHeratuBHa M HempekuaHa Ha [a, b]. U3 nedununmje oxpehenor uHTerpaia

nobuja ce ma oxpehenm muTerpan (yHKiuje Ha [a,b] mpencraBsba MOBPIIMHY KPUBOJIUHH]CKOT
tpamnesa Hax [a, b], Couka 2.1. Jlakie,

P = be(x)dx.

Kaza je dyHkumja f HEMO3UTHBHA M HENMPEKKIHA Ha [a, b| Tama MOBPIIMHY KPUBOJUHK]CKOT Tparesa
Hax [a, b] ogpelhyjemo momohy jemqnakocTu

b b
P=—[ red= [ r@lar
a a
To 3HauM 1a IPUIKKOM OpeljrBamba MOBPIIMHE KPUBOIUHI]CKOT Tpane3a Haf [a, b] Bpimmo moajeny
WHTEpBaJia MHTErpaIlfje Ha I1jeJIOBE Ha KojuMa je GyHKIHja [ WM HeHeraTUBHA UM HEMO3UTHUBHA U

KOPUCTUMO NPETXOJIHO Pa3MaTpame.

Heka cy caga pyukuuje f u g Henpekuane Ha [a,b] u g(x) < f(x) 3ax € [a, b], Cnuka 2.5.
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IMPUMJEHE OAPEBEHOTI HHTEI'PAJIA

U3 dopmynie 3a MOBPIIMHY KPUBOJIUHHUJCKOT Tpares3a
no6ujaMo Ja je moBpuIMHA (GUType OrpaHUYCHE

— rpaduiuma pyuxknmja f(x) u g(x) umpaBama x =
a U x = b jenHaka

b
p= j (F(0) — g(0))dx.

/. z  YouuMo Ja y OBOM cly4ajy 3HaK GyHKUHja f U g He
b yTUYe Ha H3payyHaBame IOBPIIMHE jep HX YBHjEK

MO>XXEMO TpaHCIATUPaATU AYK Y-0CE Tako Ja A00HjeMO

¢urypy Koja ce Hajla3u U3HaJ X-0Ce.

Ciauka 2.5.

Heka je xpuBa y = f(x) 3agata momohy nmapamerpa

x=x@®), y=y@®), telap]
raje Cy X U Y HempekuaHo audepeniujadbunne GyHkiuje Ha cermenty [a, B]. Tama ce moBpuinHa
KPUBOJIMHHU]JCKOT Tpare3a Koju je orpaHudeH rpadukoM oBe KpUBE, X —OCOM U MpaBama X = x(a)

u x = x(f) onpehyje momohy popmyie

B
P= j ly(®)x'(t)] dt. (2.11)
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INPUMJEHE OAPEBEHOI' UHTET'PAJIA

Ipumjep 2.12. W3pauyHatu mnoBpHIMHY GUIype Yy paBHH OrpaHUYEHE IMPaBOM Yy =X W
napaboiom y = 2 — x2.

Pjewerve: Jla 6ucMo oApeawiv TpaHUIIE WUHTETpalHje TMOTPEOHO j€ OAPEAUTH MpECjeuHe Tauyke MpaBe U
napabone. U3 cucrema jeqHaunHay = x Ay = 2 — x2 nobujamo x; = —2, X, = 1 ¥ TO Cy yjeJHO TPaHHUIIE
unrerpanuje, Ciauka 2.6. Umamo

P= f (f(x) — g(x))dx =J ((2 —x?) —x)dx =2 )

2 : y=2-—2°

[loBpiinHYy cMO MOTrfiM H3padyyHaTH y3umajyhu na je y
HE3aBHCHA MTPOM]jEHIbUBA. 5 (B(1,1)

Ca cnuke ce BUIM J1a c€ Y TOM Cly4dajy MOBpPIIMHA CaCcTOJ! U3 : : i

nBa aujena, u ga je 3a —2 < y < 1 noma rpaHuia JujeBU | —2 1
Kpak mapaloJie a Topma npasa, ok je 3a 1 <y < 2 joma
rpaHulla JIMjeBU Kpak Mapaboje a ropma JeCHU Kpak 5 y==x

napaboue. Jlakie
A(—2,—2)

Cimka 2.6.
i / 202 s\|' 4 312
_[1 ( 2—)/—(—\/2—)’))dy=(y?—g(z-yﬁ) _5(2_3,)51:_. 0
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IMPUMJEHE OAPEBEHOTI HHTEI'PAJIA

s ly>KMHa JIyKa KpuBe

[Ipo6nem oapehuBamwa AyKMHE JyKa KpuBe ce Ha3uBa pekTuduramuja. Kpuse 3a xoje je moryhe
OJIpEIMTH Jy’KMHY JIyKa KpUBE HA3UBajy ce peKTHPHUKAOMIHe KpuBe. 1

AKo je KpuBa oapeheHa napaMeTapcKuM jeIHauUMHaMa

x=x(), y=y@), telap]
rjje Cy X U y HenpeKuaHo audepeniujadmine GhyHKIM]je, OHJa je KpuBa peKTU(UKAOUIHA U HheHa
Ty>KMHA U3HOCHU

B
= [ Vo7 + o @y (212)

Vkomuko je kpuBa oxapehena ¢yukmmjom y = f(x), x € [a, b] koja MMa HempekwgaH H3BOJ Ha
[a, b], u3 (2.12) ce jennocTaBHO H06Hja popmMyia 3a oapehuBame IyKUHE TyKa KpUBE n3Mel)y Tadaka
ca ancumcama a u b. Tama mmamo mapamerpuzanjy kpuBe x =t, y = f(t), t € [a,b] u
yBplITaBameM y (2.12) nobujamo n1a je ay>kKhHa JIyKa KpUBE jeTHaKa

b
l=j J1 4+ (f'(x))2dx. (2.13)

2
Ipumjep 2.14. Hahu nyxuny Jiyka KpuBe y = x: — me u3Mmelyy Tauaka kpuBe ca ancuucama x = 1

nx =e.

1 Mosxe ce MoKa3aTH J1a Hije Moryhe 3a cBaky KpUBY OJIpeIUTH TYKMHY JyKa KpuBe u3mely oapehenux tadaka.
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INPUMJEHE OAPEBEHOI' UHTET'PAJIA

Pjewerve: I'paduxk  ¢ynknuje je pgar Ha Coumm  2.8.
[Tpumjewyjemo dpopmyiny (2.13). Umamo

¢ 1 1\ 1 (e 1
=f 1+—<x——> dx=—j x2+2+—=dx =
" 4 X 2); x?

1je<+1>d_1_[e( +1)d _1+e2 A
21xxx—zlxxx—LL.

Ciauka 2.8

¢ 3anpeMHyHa PpOTALMOHOI THjeJa
Heka je pyuknuja f HenpekuHa U MO3UTHBHA Ha [a, b]. YKOIUKO KPUBOJUHH]CKH TpaIe3 OrpaHryCH
rpadgukoM QyHKIH]e [, MpaBamMa X = a, X = b U X —0OCOM, POTHPA OKO X —Oce 100Hja ce pOTaIOHO

tujeno, Cnuka 2.9.

ITokasyje ce aa je 3alpeMuHa Tako J100MjeHOT THjesa jeIHaKa

b
V= nf f?(x)dx.
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INPUMJEHE OAPEBEHOI' UHTET'PAJIA

Y

Ciauka 2.9

AKo je pyHKIIH]ja 3a71aTa TapaMeTapcKu y 00JIUKY

x=x@), y=y@®), te]lap]
npu uyeMmy je QyHKIMja X MOHOTOHAa W HENPEKUIHO
nudepenijabuiiHa, Tajaa je

B
V= nj y2(t)|x'(t)|dt.

Ipumjep 2.15. M3pauyHaTu 3anpeMuHy THjelIa HACTaJIOT
pOTAILMjOM JIMjesla PaBHU OTPAHUUYEHOT KPUBOM Yy = Sin’x,
X —ocoM umpaBama x = 0 U X = T OKO X —OcE€.

Pjewere: Tpapuk ¢QyHKuuje y = sin’x W Tujena Koje HACTaje POTALMjOM OKO X —OCE je

npeacrasibeH Ha Ciunu 2.10. Umamo

V=nfbf2(x)dx=nj
a 0

4

4 2

T
sin*xdx =

T A
—j (1 — cos2x)?dx =
0

T (" 1+ cosdx 3
—J (1—2c052x+—)dx=§n2. 0
0

y = sin’x

N
/

Cauka 2.10.
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IMPUMJEHE OAPEBEHOTI HHTEI'PAJIA

+ [loBpmiHa OMOTa4Ya poTallMOHOT THjeJsa

Heka je ¢pynknuja f Henpexuano apudepennujadbunna Ha [a, b]. IToBpin koja orpaHrndaBa poTauoHO
TH]EJI0 HACTaJI0 POTAIMjOM KPUBOJHUHH]CKOT Tpare3a orpaHnyeHor rpadukoM GyHKOuje f, mpaBama
x=a, x=bwuy =0 o0Kkox —oce, ce cacToju o1 aBuje 0a3e (kpyrosu noaynpeuynuka f(a) u f (b))
u omortaua, Cnuka 2.9. [loka3zyje ce 1a je moBpIIrHa OMOTada poTaIMOHOT THjeJa JaTa ca

b
S =2 j FOWT + (F (0))2dx.

AKo je ¢pyHKIIM]ja 3a/1aTa y mapaMmeTapcKkoM OOJIHKY

x=x(t), y=y(t), t € [, f]

npu dyemy cy (QyHKIOU]Ee X U Y HEONPEeKuAHO audepeHurjaduwiHe, Taja j€ MOBpIIMHA OMOTaya
pPOTALMOHOT THjeJIa JlaTa ca

B
S=2n j YO WE D2 + O (O)2dt.

Ipumjep 2.17. 3pauynatu 3anipeMUHy 1 MOBPIIUHY JIONITE MOJTYNIPEYHUKA 7.

Pjewere: Jlonta HacTaje oOpTameM MOTYyKpyTa

y=f(x)=+r?2—-x?, —r<x<r

OKO X — oce, Cnuka 2.12.
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INPUMJEHE OAPEBEHOI' UHTET'PAJIA

mamo

T 5 5 5 1 " 1 4
V=7Tj (r —x)dx=27r(r x——x3> =2n<r3——r3)=—r3n.
_ 3% )1, 3 3

/ 3a oapehuBame moBpimHe chepe uMamo

y=vVr:—a’ ffix) =- 2
na je
r 2
S=27tj V1?2 —x? 1+r2 =
z - -

Tr
anj dx = 4r?m.
-r

Ciauka 2.12

dx =
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2.6. HECBOJCTBEHHU UHTEI'PAJIN

[Tokazanu cMoO J1a je 3a er3uCTeHIM]y oApeheHor mHTerpana HEOnXxoaHO (HE U JOBOJHHO) Aa OyIy
UCITyHeHa cJbejicha Ba ycioBa:
1) uaTepBan uarerpanuje [a, b] je koHayaH, 1j. a,b ER u

2) dyukumja f(x) je orpanndeHa Ha ckymy [a, b].

[Tojam oxpehenor uHTErpana ce MoXKe YOIIITUTH Yy CIy4dajy Kaja 0ap jelaH oJ1 OBa JiBa yCJIOBa HUjE
UCITyHeH. TakBo yormTeme ofapeheHor nHTerpaga Ha3uBaMoO HECBOjCTBEHH HHTErpaJl.

[TpBO neduHUIIIEMO HECBOJCTBEHU MHTErpal y CiIy4ajy Kaja MHTEpBaJl MHTETpallije HUje KOHAaYaH, TJ.
Kajga je Oap jenHa oj rpaHulla UHTerpaysia OeckoHayHa. OOMYHO C€ OBU HMHTErpajd Ha3UBaJy
HECBOjCTBEHN MHTErPaJu NPBe BPCTe.

Hebunuumja 2.4. Heka je ¢pynxyuja f depunucana y unmepsany [a,+o0) u unmezpabunna na
ceaxom ceemenmy [a, b] C [a, +0). Vkonuxo nocmoju konauna epanuyuna épujeonocm

b
lim_ j G

maoa 08y 2pAHUYHY SPUjeOHOCH HA3UBAMO Heceojcmeenu unmezpan Qyukyuje f na [a, +0) u
03HAUABAMO Ca

f;oof(x)dx.

Taoa xadxcemo u 0a Hece80jcMBeHU uHmMe2panl Koueepaupa. Y CYnpomuom, Kaoa nocmampana
2PAHUYHA 8PUJEOHOC HUje KOHAYHA, KAXCeMo U 0a HeC8OjCmEeHU UuHmezpail Oueepzupa.
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HECBOJCTBEHU MHTETI'PAJIN

Jlakine,
+o0o0 b
fa f(x)dx = bETwL f(x)dx.

AnanorHo neUHHUIIEMO HECBOjCTBEHW WHTETpai QyHKIuje f koja je medurmcana Ha (—oo,b]| u
UHTErpabKiIHa Ha CBAaKOM cerMeHTy [a, b] € (—oo, b] ca

f:of(x)dx = al_i)r_noojbf(x)dx.

Ipumjep 2.18. Vicriutatu KOHBEPTEHIIU]Y UHTETpaJia

)j+°°dx 6)j+°°dx
a — —.
2 2 X

x2’
Pjewerve:

fdx L (Pdx 1 ”_l_ 1 1 _1
o =m | e m (D) = tim (-543) =7

T dx _ bdx b _
0) — = lim — = lim (Inx)| = lim (Inb —1In2) = 4. ¢
X b
2 2 —+4o00

b—+ 2 X b—+00
: 1 1
Ha Cnumu 2.13 cy npukazanu rpaduim dyHKuja y = S HYy=-,x2 2. Pesynrare wu3
MPETXOIHOT MPUMjEpa MOKEMO F'€OMETPHUJCKU MHTEPIPETUPATH HA CIbeAehr HAauMH.
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HECBOJCTBEHU MHTETI'PAJIN

: S
[ToBpmmHa kpuBoJiMHUJCKOT Tpane3a ABEF orpanmyeHOr KpUBOM Y = —z Je mara uHTerpaiom

bdx . .
f —. Ha OCHOBY KOHBCPCI'CHIIM)C OBOI' MHTCTPAJIa, 3aKJbYy4yJCMO Jia Ta IIOBPIIMHA HC MOXKC ouTH
2 x2

1 :
Beha on1 5 Ma KaKo BEIMKO ouno b. Takohe, 3akbydyjeMo J1a Kajia nmapaMmeTap b Texu Ka +0o, Taja
: .. : 1
ce KpuBOJUHU]CKU Tpane3 ABEF nerenepuiie y 00JIMK 4Mja je TOBPIIMHA jeJHAKa .
C npyre cTpaHe, TOBPIIMHA KPUBOJIWHU]CKOT
1
Ttpane3a ABCD Oorpanm4eHOr KpUBOM Y = -
. b dx .
J€ laTa HHTErpajioM fz — MY OBOM CITyH4ajy,

MOIITO MHTETPall TUBEPTUPa, TO 3HAYU /1A 32
MPOU3BOJFHO BEJIMKO M 1ocTOju b Tako na je

NOBpPIIMHA KPUBOJUHUJCKOT Tpamne3a ABCD

Beha og M.

Cauka 2.13

Hakine, kpuBonuHujcku Tpane3 ABCD ce nereHepuiie y OOJMK KOJU HHjE MjepJbUB, Tj. 4yHja je
MOBPIIMHA jeJHaKa +00,

[Tomohy HecBOjCTBEeHMX MHTerpayia AeUHUIIEMO M HEKE O]l OCHOBHUX THIIOBA ,,HEPjEIIMBUX * MHTETpaa.
NuTterpasnu cunyc (Si x) 1 MHTErpajgHu KocuHyc (Ci X) KOju ce 10jaBjbyjy y IPUMUTUBHUM (yHKIIHjamMa
. sinx cosx .
,HepjemmnBux* uaTerpana [ —dx u | — dx neduHUITY ce MTOMONhY HECBOJCTBEHHUX MHTETpajia
X

_ o sint _ +% cost
Six = — —dt, x>0, cCix =— —dt, x>0.
X t X t
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HECBOJCTBEHU MHTETI'PAJIN

VY HacTaBKy JAe(pUHUILIEMO HECBOJCTBEHU MHTETPAN Kajia Cy 00je rpaHulle HHTerpalije OECKOHauHe.

Hebununuja 2.5. Heka je ¢pynkyuja f oepunucana na (—oo, +00) u unmeepabuina Ha c8axKom
ceamenmy |a,b] € (—o0,+00). Ako 3a npouszsoman peanan O6poj C HEC60jCMEEHU UHMESPAU
f_coo f(x)dx u f:oo f(x)dx «kousepeupajy, mada Heceojcmeenu unmMeSpPAl f_t: f(x)dx
OoepuHumemo ca

+Oof(x)dx = jc fx)dx + +Oof(x)dx.

YV o6om cnyuajy kasicemo u 0a neceojcmeenu unme2pai fj;o f(x)dx komeepzupa. Y cynpommom,
Kaoa bap jeoan 00 Hec80jCMEeHUX UHMe2Pald f_coo f(x)dx u f:oo f(x)dx ousepeupa, kascemo u

0a Hece8ojcmeeHU UHmMezpall f_zo f(x)dx ousepzupa.

IMpumjep 2.19. McnutaT KOHBEPreHIIN]y UHTETpaja f_:)o ijl.
Pjewerve:
f+°° dx y T dx o jb dx
o X241 ] X241 b ), 21

- - _ A DL
al_l)r_noo(arctgl — arctga) + bl_1)r+noo(arctgb —arctgl) = ( 2) + 5 =T

Jlakiie, MHTErpas je KOHBEPre€HTaH U BPUJEIHOCT MYy je 1T. HamoMumeMo J1a cMO y OBOM IpPUM]EPY
n3abpanu na je ¢ = 1 anum U y ciydajy u3dopa Apyre BpHjeTHOCTH 3a MmapameTap ¢ JOULIH OUCMO 10
UCTHUX 3aKJby4daKa: J1a je MOCMaTpaHu MHTErpajl KOHBEPTEHTAH U J1a J€ HBeroBa BPUjEIHOCT TT.¢
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HECBOJCTBEHU MHTETI'PAJIN

HecBojcTBeHe uHTerpajie HeorpaHMYeHUX (YHKIIMja, KOjU c€ OOWYHO HA3MBa]y HECBOjCTBEHH
HHTErpaJjm aApyre Bpcre, fepUHUIIEMO Ha cibenehy HauuH.

Hebunuumja 2.6. Heka je ¢ynkyuja f oedpunucana na unmepsany [a,b) u unmeepabunna na

CBAKOM cecMeHmy [a, 15 ] C [a, b). Ykonuxko nocmoju konauna epaHuyHa 8pujedHocm
b—¢
lim f(x)dx,
-0+ .
maoa 08y 2paHuyHy 6PUjeOHOCHm HA3UBAMO Heceéojcmeéenu unmezpan gyuxyuje f na [a,b) u
b . .
03HA4a8amo ca fa f(x)dx. ¥V osom cnyuajy xasxcemo u 0a neceojcmeenu unmezpai KOHEEpIUpaQ.

YV cynpommom, kada nocmampauna 2paHuuyHa 6pujeOHOCH Huje KOHAYHA, Kadxcemo u 0da
HeceojcmeeHU uHmezpai Oueepzupa.

Jlakne,

b b—¢
j f)dx = gl_iglJ, f(x)dx.

a

AHanorHo neduHUIIIEMO HECBOjCTBEHH WHTerpayn (QyHkiuje f koja je aedunmcanHa Ha (a,b] u
HHTErpaOKIHa Ha CBAaKOM cerMeHTy [a, b] € (a, b] ca

b b
L f(x)dx = gl_i)r(1)1+f f(x)dx.

ate
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HECBOJCTBEHU MHTETI'PAJIN

IMpumjep 2.20. UcnutaTi KOHBEPreHIM]y UHTErpala

Pjewerve:

Ldx

)jldx .
d — = lIm
0 \/} €0+ £ \/E

Ciauka 2.14.
6) Nmamo

2 dx _ 2 dx .
f = lim = lim (In1 — Ing) = 4+
; x—1 es0+ ) x—1 &0+

1a UHTErpaj JuBeprupa. ¥ OBOM cllydajy 3a MPOU3BOJHHO BeIUMKO M
noctoju € > 0 Tako J1a je MOBpITUHA KpUBOJUHHU]JCKOT Tpaneza ABCD
Beha on M. KpuBonunujcku tpane3 ABCD ce aereHepuiie y o0JIMK

UHTErpasa ca OECKOHAYHUM TIpaHUlaMa.
OCMaTpaHOT HMHTErpaja, MOBpIIMHA KPUBOJIMHUjCKOr Tpame3a ABCD

dx = lim(2 — 2Ve) = 2.
E—>

['eomeTpujcka HMHTEpIpETaldja OBOI pe3yjiTara j€ CIUYHa Kao KO

300r KOHBEpPreHIM]e

KOju HUje MjepsbuB, Ciuka 2.15. ¢

1
OrPaHHYEHOT KPHBOM Y = —= HE MOXKeE outu Beha o1 2, Ma Kako Malio

owio € > 0. Y ciyuajy Kajia € TEKH HYJH, TaJa C€ KPUBOJIMHU]CKHU Tpare3
A 0) > ABCD nerenepuine y 00K uHja je moBpInHA jenHaka 2, Cruxa 2.14.

iD(e,0) 1A(2,0)
Ciauka 2.15.
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HECBOJCTBEHU MHTETI'PAJIN

Cana npeduHUIIEMO HECBOJCTBEHE HHTErpaje y clydajy Kajaa je MNOoAuHTerpaiHa (yHKIuja
HEOrpaHWYEHA M Ha JIOK0] U Ha TOPH0] TPAHUIIM MHTETpaia.

Hebununuja 2.7. Hexa je ¢ynxyuja f oecpunucana na (a,b) u ummecpadbuina na ceaxom

ceemenmy |a, B] € (a, b). Axo neceojcmeenu unmezpaiu fac f(x)dx u fcb f (x)dx xoneepeupajy 3a

npouzeosmar 6poj ¢ € (a,b), mada neceojcmeenu unmezpai f; f(x)dx oedpunumemo ca

jbf(x)dx = jcf(X)dx + be(x)dx.

YV 06om cayuajy kasxcemo u 0a nHeceojcmeeHu uHmecpai f: f(x)dx xomneepzupa. YV cynpommonm,
Kaoa bap jeoan 00 Hec8ojcmEeHUXx unmezpad fac f(x)dx u fcb f(x)dx ousepeupa, kasicemo u oa

Hec80jcmeeHUu uHme2pai f; f(x)dx ousepeupa.

Ha kpajy nedunuiiieMo HeCBOjCTBEHE UHTETpaje Kaja je moAuHTerpaiHa QyHKIIUja HeOrpaHUYeHa Yy
jeIHOj O/ Tayaka yHyTap cermeHTa [a, b].
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HECBOJCTBEHU MHTETI'PAJIN

Hebununuja 2.8. Hexa je ¢ynxyuja f oegunucana na (a,b) u unmeepabuina na ceaxom
ceemenmy |a,a] € [a,¢) u wa ceaxom ceamenmy |[B,b] c (c,b]. Vkoruxo neceojcmeenu

unmezpaiu fac f(x)dx u fcb f(x)dx xomeepeupajy, maoa meceojcmeenu unmezpa f: f(x)dx
Ooeghuruuemo ca

fbf(x)dx = fcf(x)dx + jbf(x)dx.

V o6om cryuajy kasicemo u 0a neceojcmeenu unmezpai f; f (x)dx konsepzupa. YV cynpommonm,
Kaoa 6ap jeoan 00 HeC80jCMEEHUX UHMe2Paild f; f(x)dx u be f(x)dx ousepeupa, xasxcemo u

: b
O0aHec8ojcmeenu UHmMe2pall fa f(x)dx ousepzupa.
AHaJIOTHO ce Ae(hUHUIIIEHE HECBOJCTBEHU MHTETPAJT Y CIIy4a]y KajJla YHyTap MHTEepBaJia UHTETPaIH]je
MIOCTOJY BUIIIE TayaKa y KOjuMa NoJAuHTErpaiHa (yHKIHja HUj€ OrpaHUYEHa.
IMpumjep 2.21. MicnutaT KOHBEPreHIIN]y UHTETpaja
j Ldx
-1 X

Pjewerve: IlomTo nogunTerpaina pyHkiyja Hyuje nepuurncana y Tauku 0, y muTamy j€ HECBOJCTBEHHU
uHrerpai. Mmamo

Ldx O dx Ldx

—=] —+| —.
1 X 1 X o X
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HECBOJCTBEHU MHTETI'PAJIN

3a nmpBU UHTETPAJ HA JECHO] CTPAHU UMaMO

— = lim — = lim (Ine —Inl1) = —oo,
X -0+ 1 X -0+

j O dx “Edx

-1

OpnaBje 3aK/bydyjeMo Jia HHTETpasl JUBEPIrUpa jep 3a KOHBEPIEHIIN]Y MOpajy Ja Oy1y KOHBEpreHTHa
00a uHTErpaia Ha AecHO] cTpanu. Ynopeautu ca [Ipumjepom 2.5 6). ¢

VY BehuHmM 3amaraka Koju ce OJHOCE Ha HECBOJCTBEHE HMHTErpaje HE 3aXTHjeBa ce ojpehuBame
BpPH]jEIHOCTH HECBOjCTBEHOT MHTETpala (YKOJHUKO j€ KOHBEpPIreHTaH), Beh je TI0BOJbHO caMO UCTIUTATH
Ja JIU j€ MHTETrpall KOHBEPIeHTaH WM He. 300r Tora ce, yMjeCTO MCIUTHUBaKka KOHBEPTEHIM]E Ha
OCHOBY Je(hUHHITH]E, KOPUCTE TBphema y KojuMa ce Ha OCHOBY OCOOMHA MOAMHTErpanHe (QyHKIIH]e
ONUCYjy TOTPEOHU WJIU JOBOJHHU YCIIOBH 32 KOHBEPIEHIIN]Yy UHTETpaa.

OBakBa TBphemwa ce Ha3uBa)y KPUTEPUjyMHU KOHBEpPreHIUje HeCBOjCTBEHUX MHTErpaJia.
ITocToje pa3Hu KpUTEpUjyMHU KOHBEPIeHIM]€ HECBOJCTBEHUX MHTErpaja 1 0e3 J0Kka3a HaBOJIMMO jedaH
0]l BbUX, MOpexdeHN KPUTEPHUjyM, KOjHU j€ BPJIO JeAHOCTABAH 32 MPUMJEHY. Y OBOM KPUTEPUJYMY CE,

MOpe, HECBOJCTBEHOT MHTErpaJia Yn]y KOHBEPIeHIIU]Y UCTIUTY]EMO, MOCMAaTpa U MHTErpaj KOJU HaMm
CIIy>KH 3a nopeheme ca JaTUM UHTETPaJIOM.

44



HECBOJCTBEHU MHTETI'PAJIN

Jlema 2.4. Hexa je a < b < +00. Ako je 0 < f(x) < g(x),x € [a,b) u axo cy ¢pynxyuje f u g
unmezpabunne na ceakom ceemenmy [a, ] < [a, b), maoa epujeou:

1) Axo unmeepan f: g(x)dx konsepeupa, maoa xonsepeupa u unmezpai f: f(x)dx.

2) Axo unmezpan f: f (x)dx ousepeupa, maoa ousepaupa u unmezpan f: g(x)dx.

Ipumjep 2.22. Viciutatyl KOHBEPETEHIIN]Y HECBOJCTBEHOT MHTETpaja

+ 00
A2
J e * dx.
1

Pjewerve: a) 3a 1 < x < 0 BpHjeIH HEjeTHAKOCT e~ < e, Jame je

+ 00
j e Xdx = —e | =e7!
1

+ 00
j e *dx
1

. . + a2
koHBeprupa. Onasje npuMjeHom Tephema 1) us Jleme 2.4 no6ujamo na M mHTErpan | 1 e dx
KOHBEPrupa.

TJ. AHTETPAIl
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