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UVOD: OSNOVNI POJMOVI | ZAKONI DINAMIKE

Dinamika je dio teorijske mehanike u kome se izucavaju zakoni kretanja materijalnih tijela pod dejstvom
sila.

Dinamiku mozZemo podijeliti na:

e Dinamiku materijalne tacke (Ako se dimenzije tijela pri kretanju mogu zanemariti, onda kazemo da
je u pitanju materijalna tacka, koja se razlikuje od geometrijske tacke time sto ima konac¢nu masu.)

e Dinamiku sistema materijalnih tacaka i krutog tijela (Pod materijalnim sistemom podrazumijeva se
sistem materijalnih tacaka, koje zahvaljujuci postojanju veza izmedu tacaka ne mogu da se krecu
nezavisno jedna od druge. Ako su mase u nekom dijelu prostora neprekidno rasporedene, tada
tacaka ima beskonaéno mnogo i sistem obrazuje neprekidnu sredinu, a oblast prostora ispunjena
neprekidno rasporedenom masom predstavlja materijalno tijelo. Kruto tijelo je ono koje pod
dejstvom sila ne mijenja svoj oblik i dimenzije.)

Osnovni zakoni dinamike:

Formulisao ih je Njutn 1687. godine u svom djelu ,,Matematicki osnovi prirodne filozofije” i ti zakoni su
nazvani Njutnovi zakoni ili zakoni kretanja. Njutnovi zakoni su objektivni zakoni prirode, ustanovljeni na
osnovu opazanja i eksperimenata kako samog Njutna tako i njegovih prethodnika.

Prvi Njutnov zakon-zakon inercije: Materijalna tacka (tijelo) ostaje u stanju mirovanja ili ravhomjernog
pravolinijskog kretanja, dok pod djelovanjem sile ne bude prinudena da to svoje stanje promjeni. Ovim se
definiSe inertnost tijela. Ako se tijelo ne krece ravnomjerno i pravolinijski, onda se ono nalazi pod dejstvom
drugih materijalnih tijela, a ovo dejstvo u mehanici predstavlja silu. Koli¢inska mjera mehanic¢kog uzajamnog
dejstva materijalnih tijela naziva se sila. Ipak, kao mjera mehanic¢kog kretanja uzima se koli¢ina kretanja, tj.

proizvod vektora brzine i mase tijela, K=mv.l Njutnov zakon moZe se iskazati i na ovaj nacin:

Ako na materijalnu tacku ne djeluje nikakva sila onda je kolicina kretanja te materijalne tacke konstanta, tj.
K = mv = const.

Drugi Njutnov zakon-osnovni zakon dinamike:

a) Brzina promjene koli¢ine kretanja materijalne tacke (tijela) jednaka je po intenzitetu, pravcu i
smjeru sili koja dejstvuje na materijalnu tacku ( tijelo).

K _d
dt dt
Ovaj zakon Njutn je iskazao jednacdinom: m(v —VO) =F (t _to) .

(mv)=F.

Ojler je dijeljenjem jednacine sa (t —to) i prelaZzenjem na grani¢nu vrijednost dobio

. V=V
mlim —ma=F
Yo

i iskazao Il Njutnov zakon u obliku:
b) Promjena kretanja proporcionalna je sili i vrSi se u pravcu sile, tj. intenzitet sile koja dejstvuje na
materijalnu tacku srazmjeran je masi i intenzitetu njenog ubrzanja, dok se pravac i smjer sile i
ubrzanja poklapaju

i(m\7) —=F odnosno ma=F.

dt
Ova jednacina je na snazi samo u odnosu na inercijalni sistem referencije, tj. koordinatni sistem koji je
nepokretan ili se pomjera translatorno konstantnom brzinom (koordinatni pocetak vrsi jednoliko

pravolinijsko kretanje).

Treci Njutnov zakon-zakon dejstva i protivdejstva (zakon o jednakosti akcije i reakcije): Dejstvu (akciji) uvijek
je jednako protivdejstvo (reakcija), ili dva tijela dejstvuju jedno na drugu silama istih intenziteta i pravaca a
suprotnih smjerova.

Pored ovih osnovnih zakona, u dinamici se koristi i sve $to je o pojmu sile uvedeno u statici (npr.
paralelogram sila, princip veza, oslobadanje od veza).
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DINAMIKA MATERIJALNE TACKE

Pod materijalnom tackom podrazumijevamo materijalno tijelo odredene konac¢ne mase a malih
dimenzija, tako da se mozZe smatrati da je cjelokupna masa koncentrisana u jednoj geometrijskoj tacki.

Problemi koje rieSava dinamika mogu se podijeliti na dva osnovna pitanja:

e Kolike sile dejstvuju na tacku ako je poznato njeno kretanje? RjeSenje ovog pitanja proizilazi
direktno iz Il Njutnovog zakona, tj. ako je poznat zakon kretanja materijalne tacke, treba odrediti
sile koje proizvode to kretanje.

e Kakvo je kretanje tacke ako su poznate sile koje dejstvuju na tacku? Ovaj zadatak rjeSava se
integraljenjem diferencijalnih jednacina kretanja, tj. ako su poznate sile koje dejstvuju na
materijalnu tacku, kretanje tacke se odredi integraljenjem diferencijalnih jednacina kretanja. U
tehnici uglavnom rjeSavamo ovo drugo pitanje, koje se naziva i osnovni zadatak dinamike.

Zadatak dinamike tacke je postavljanje diferencijalnih jednacina kretanja i njihovo integraljenje.
Diferencijalne jednacine kretanja materijale tacke izvode se iz osnovnog zakona dinamike - Il Njutnovog
zakona.

DIFERENCIJALNE JEDNACINE KRETANJA SLOBODNE MATERIJALNE TACKE

Posmatramo kretanje slobodne materijalne tacke M mase m, na koju dejstvuje sistem sila
Ifl,lfz,...,lfn. Ako je polozaj materijalne tacke M u odnosu na inercijalni sistem referencije odreden
vektorom poloZaja ' onda drugi zakon dinamike glasi

ézi odnosno m—s-= Q(F,V,t).
i1 dt

Sila F, odnosno sile F;, u opStem slucaju, zavisi od poloZaja tacke, njene brzine i vremena.
Ova jednacina predstavlja diferencijalnu jednacinu kretanija tacke u vektorskom obliku.

Jednacdinu je moguce projektovati na ose utvrdenog sistema referencije i tada se dobijaju razni oblici
skalarnih diferencijalnih jednacina kretanja materijalne tacke.

a) Dekartov koordinatni sistem
mx=X(X,Y,2,%Y,2t), my=Y(xy,z2,XY,2t), mi=Z(xYy,z,XVY,21)
U ovim jednacinama su X, V, Z projekcije vektora ubrzanja @ tacke na ose Dekartovog sistema

referencije, a X,Y,Z su projekcije rezultujuée sile F koja dejstvuje na tacku na ose Dekartovog sistema

referencije Oxyz.

b) Polarne koordinate
ma, =F; ma,=F,, odnosno
n

m('r‘—rgbz):ZFir; (2rp+rd) ZF
i=1
c) Prirodne koordinate
ma,=F;ma, =F ;ma =F.
dv d% vioo§ d’s Vv _
Zaay=—=—7=§;, 3=—=—; =0, imamo m——=FK; m -
dt dt R. R dt R,

Primjer: Kosi hitac
Odrediti zakon kretanja materijalne tacke mase m kojoj je u pocetnom trenutku t, =0 saopstena pocetna

brzina V, pod uglom « u odnosu na horizontalu. Zanemariti otpor vazduha pri kretanju tacke.



Rjesenje:
1. Usvajamo Dekartov koordinatni sistem i pocetak sistema postavljamo u pocetni polozaj tacke.
Tacka se krece u ravnini XOz, tako da prikazujemo koordinatni sistem u ovoj ravni.
2. Crtamo materijalnu tacku u proizvoljnom poloZaju na putanji i prikazujemo sile koje dejstvuju na

tacku tokom kretanja. U ovom sluéaju na materijalnu tacku dejstvuje samo sila teze G.

z A Z A

W i A
Fay B | K

a b

n
3. Polazediod Il Njutnovog zakona md = z F., piSemo vektorsku jednacinu
i-1

ma=G
| projektujemo je na koordinatne ose, ¢im dobijamo diferencijalne jednacine kretanja tacke
mX =0 = X=0
mZ =-G =-mg = 7I=-¢
4. Integralijenjem ovih jednacina dva puta dobijemo opsta rjeSenja u kojim figuriSu integracione
konstante
x=C, x=Ct+C,
t2
2=—-0t+C, z:—gE+C3t+C4

5. Integracione konstante odredimo iz pocetnih uslova kretanija, tj. poloZaja tacke (XO =0,z,= 0) i

brzine tacke ()'(0 =V, COSa, Z, =V, Sin a) u pocetnom trenutku t; = 0. UvrStavanjem ovih
pocetnih uslova u opsta rjesenja definiSemo vrijednost integracionih konstanti:

X, =Voc0sa = C, =V,cosa

X, =0 = C,=0
Z,=V,Sina = C,=v,sina
z,=0 = C,=0

6. Sada izracdunate konstante uvrstimo u opsta rjesenja diferencijalnih jednacine kretanja tacke i

dobijemo jednacine koje predstavljaju zakon brzine materijalne tacke i zakon kretanja materijalne
tacke:

Zakon brzine tacke: X =V, CoS«& Z=—gt+Vv,sina

o
Zakon kretanja tacke: X =V,C0Sc -t Z=—-g—+V,Sina-t

7. Eliminacijom vremena t iz zakona kretanja odredujemo jednacinu putanje tacke:

2
X
V, CoOs 2 V;Cos”«a

+X-tga

Jednacina z=z(x) pokazuje da je putanija tacke parabola.

8. Domet tacke jeste koordinata x, onog poloZzaja ,D” na horizontalnoj ravni gdje ¢ée pokretna tacka
pasti po zavrSenom slobodnom kretanju. Odredimo ga iz uslova da je koordinata z, =0. Ako



stavimo u zakonu kretanja da je Zy =0onda moZemo odrediti trenutak vremena t, kojem

odgovara ova vrijednost koordinate z. To je vrijeme koje je potrebno tacki da prede putanju od
pocetnog polozaja do konacnog poloZaja kada udara u horizontalnu podlogu, tj. ukupno vrijeme
leta tacke iznosi

_ 2V sina
D —_ .
9
2 -
V; sin 2a
Domet tacke je: Xp = X(tD) =0

g

. . . Ve
Kako je sin 2a:SIn(7z—2a):SIn Z(E—aj, proizilazi da se za jednu pocetnu brzinu i dvije

.
vrijednosti uglaa(a,a :E—aj dobije isti domet (poloZeni i strmi kosi hitac). Maksimalni
Vo

. YT T . _Vo
domet imamo za @ =45" i iznosi Xy, =

9. Maksimalna visina hica, tj. maksimalna visina penjanja materijalne tacke odgovara poloZaju
tjiemena parabole. Odredi se iz uslova da je tangenta na putanju tacke u tjemenu parabole
horizontalna, tj. paralelna osi x. Kako je vektor brzine tacke odreden pravcem tangente na putanju,
to znadi da materijalna tacke u najviSem poloZaju na putanji ima samo horizontalnu komponentu

brzine, tj. V=V,, dok je V,=2=0. Upravo iz ovog uslova, V, =7=0, odredimo trenutak

V,Sinx _ . L
vremena f, =——— u kojem se pokretna tacka nalazi u tjemenu parabole.
P
V,SIN" o
Maksimalna visina hica je : Z, = Z(th)z 2
29
. iy . . o Xo . . .
Zbog simetri¢nosti putanje tacke je X, :7. Visina kosog hica zavisi samo od Z komponente

poletne brzine, tj. 2, =V, Sina.

DIFERENCIJALNE JEDNACINE KRETANJA NESLOBODNE (VEZANE) MATERIJALNE TACKE
(DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRINUDNOG KRETANJA MATERIJALNE TACKE)

Materijalna tacka je neslobodna ako se njeno kretanje pod dejstvom aktivnih sila vrsi po odredenoj liniji,
povrsiili dijelu prostora, a kretanje ovakve tacke naziva se neslobodno kretanje ili kretanje po vezi.
Jednacina date povrsi ili linije po kojoj je tacka prinudena da se kreée naziva se jednacina veze.Za vrijeme za
koje se tacka pri kretanju nalazi na vezi, njene koordinate moraju zadovoljiti jednacine veze.

JEDNACINE VEZA. PODJELA VEZA

Ukoliko se tagka kreée po nekoj povrsi, onda je jednadina veze jednacina te povrsi: f (X, Y, Z) =0.

Ukoliko se tacka kreée po nekoj liniji, koja je odredena presjekom dvaju povrsi, onda su jednacine veze
odredene jednacinama tih povrsi: f; (X, Y, Z) =0, f, (X, Y, Z) =0.

Ako se veze ne mijenjaju tokom vremena, nazivaju se skleronomne (stacionarne), a ako zavise od vremena,

f (X, Y, Z,t) =0, onda su reonomne (nestacionarne).

Ako veza ogranicava samo slobodu kretanja tacke u prostoru, a ne ogranicava intenzitet njene brzine, tada
jednacina veze ne zavisi od brzine i veza se naziva holonomna (geometrijska), a ako veza ogranicava i
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slobodu kretanja tacke u prostoru i intenzitet njene brzine, tada jednacina veze zavisi od brzine tacke i veza
se naziva neholonomna (neintegrabilna).

Veze su zadrZavajuce ili obostrane ako se za svo vrijeme kretanja tacka nalazi pod dejstvom veze, tj. ostaje
stalno na nepokretnoj povrsi ili liniji, odnosno veze su nezadrZavajuce ili jednostrane ako sprecavaju
pomjeranje tacke u nekom pravcu, ali dozvoljavaju pomjeranje u suprotnom pravcu.

Veze kod kojih zanemarujemo trenje, tj. koje smatramo idealno glatkim, nazivaju se idealne veze, dok su
veze kod kojih ne zanemarujemo trenje realne veze.

Proucavanje kretanje neslobodne tacke moZe se izvrsiti na isti nacin kao i slobodne tacke, ako se veza
odstrani a njen uticaj zamjeni odgovarajuc¢om reakcijom veze.

Pri razmatranju neslobodnog kretanja tacke potrebno je dejstvo veza (materijalnih tijela) na materijalnu
tacku zamijenti reakcijama veza i onda razmatrati tacku kao slobodnu na koju osim aktivnih sila dejstvuju i
reakcije veza (princip oslobadanja od veza).

Ako sa F oznadimo rezultantu aktivnih sila, a sa R rezultantu svih reakcija veza, onda osnovna jednadina
dinamike za neslobodnu tacku glasi

mi=F+R.
KRETANJE TACKE PO GLATKOJ NEPOKRETNOJ POVRS]. LAGRANZEVE JEDNACINE PRVE VRSTE

Neka se tacka krec¢e po nepokretnoj glatkoj povrsi, pri ¢emu je veza holonomna. Koordinate tacke moraju

zadovoljiti jednacinu veze (povrsi) f (X, Y, Z) =0. Kako je veza idealna, reakcija veze N je usmjerena po

pravcu normale na povrs. Poznato je da je gradijent skalarne funkcije f (X, Y, Z) vektor koji je takode

usmjeren po normali u datoj tacki na uocenoj povrsi

grad f :ﬂf+ﬁf+ﬂlz .
ox oy 0z
Koriste¢i se uslovom kolinearnosti vektora N i grad f, moZe se napisati da je
N=Agradf, t. NJi+N,j+ N;Z:ﬂii”m@]mﬁﬁ
OX oy oz

gdje je A - LagranZev mnotzitelj veza.

Projektujuci osnovnu jednacinu neslobodnog kretanja tacke ma = F+N naose nepokretnog Dekartovog
sistema referencije, dobija se

m5<'=X+NX=X+/1ﬂ
OX

my=Y+N, =Y ++/1%

m'z':Z+NZ:Z++ZLﬂ
674

Ove jednacdine nazivaju se LagranZeve jednacine prve vrste.

PRINUDNO KRETANJE MATERIJALNE TACKE PO KRIVOJ. OJLEROVE JEDNACINE
Pri kretanju neslobodne materijalne tacke po nepokretnoj glatkoj liniji diferencijalnu jednacinu kretanja

mézzn:

i=1

|

-+ N

T



moZemo projektovati na ose prirodnog triedra, tj. pravac tangente, normale i binormale

S
ma=m——=> F
TC Z

V.
ma, =m—=>F +N,
Rk i=1

ma, :O:ZFHD+Nb
i=1

Ove jednadine nazivaju se Qjlerove jednacine kretanja tacke po nepokretnoj krivoj. Reakcija idealne veze
razloZena je na komponente u pravcu normale i u pravcu binormale

N=N, +N,.

Ako se materijalna tacka kreée po nepokretnoj hrapavoj krivoj, reakcija veze R razlaze se na normalnu

komponentu N itangentnu komponentu Ifﬂ koja predstavlja silu trenja klizanja. Diferencijalne jednacine

kretanja neslobodne materijalne tacke po hrapavoj liniji u prirodnim koordinatama imaju oblik
dis
ma=m& =3 F,-F,
dat® 3
vioL
ma, =m—=>F +N,
R, =
n
ma, =0=> F,+N,
i1

Sila trenja klizanja odredena je izrazom Fﬂ = uN = 1,/ Nf + sz .

Primjer: Posmatrajmo kretanje materijalne tacke M, mase m, po glatkoj kruznoj podlozi poluprecnikar.

Neka tacka M zapocinje kretanje bez pocetne brzine iz prikazanog poloZaja. Posto se tacka kreée u ravni po
zadatoj vezi (kruZnici), to ona ima jedan stepen slobode kretanja (s=2-1-1=1), a kao koordinatu koja definise
poloZaj tacke tokom kretanja moZzemo uzeti ugao ¢.

Trebamo nacrtati tacku M u nekom proizvoljnom poloZaju na vezi i primijeniti princip oslobadanja od veza,

tako da su sile koje dejstvuju na tacku tezina G (spoljasnja sila) i reakcija veze N (u ovom slucaju veza je
glatka pa je reakcija usmjerena po pravcu normale na vezu u datom poloZaju tacke).

Polaze¢i od Il Njutnovog zakona, kretanje tacke opisujemo diferencijalnim jednadinama u prirodnim
koordinatama:

mé:Zlfi = ma, :ZFin_,.Nn
ma, = Z Fit
S obzirom na to da normalno i tangencijalno ubrzanje moZemo iskazati u funkciji ugla ¢, diferencijalne
jednacine kretanja tacke su:



projekcija na pravac normale (n)D : mr(pz =N-Gsing
projekcija na pravac tangente (t) : mrg=Gcose.

Nepoznate u ovim jednadinama su N i ¢ . Reakciju veze N ¢emo odrediti iz prve jednacine (projekcije na
pravac normale) , ali zato moramo poznavati promjenu brzine ¢ u funkciji poloZaja tacke, tj. ugla ¢@. Iz
druge jednacine (projekcije na pravac tangente) moZzemo odrediti tu zavisnost, ako napiSemo da je:
. dp d¢ dp . d¢
= E = E . E = (DE'
9
r

. d¢ .
pa je: mrgod—(o =mgcosp = @d@=-=cos@de, ¢&im surazdvojene promjenljive u jednacini.
®»

Integraljenjem jednacine, uz pocetne uslove kretanja ¢, =0 i ¢, =0 (iz v, =r¢, =0), proizilazi

. 2
(p—zgsin(p, t. @= 2gsin(p.
2 r r

Iz poznate ugaone brzine ¢, znamo kolika je brzina tacke M, iskazana u funkciji poloZaja tacke, ¢ :

V=rg=,/2grsing.

Najveca brzina tacke je za Sing =1 iiznosi V,,, =+/20r , a otigledno je da Sin@ =1 odgovara najnizem
poloZaju tatke m na putanji gdje je ¢ =90°.

Reakciju veze N sada moZemo odrediti iz projekcije na pravac normale, uvrstavanjem (pzz
N =mr2Zsin @+mgsing =3mgsin @
r

U najniZzem poloZaju tatke na putanji, za ¢ = 90°, imamo maksimalnu vrijednost reakcije veze
N, =3Mg =3G.

U ovom zadatku odredili smo reakciju veze N, a tacka dejstvuje na vezu silom pritiska koja ima isti
intenzitet i pravac kao ova reakcija, samo suprotan smjer.

SILE OTPORA

Sile otpora su u tehnici ponekad vrlo znacajne i treba ih ukljuciti u jednacine kretanja tacke. Ove sile mogu
zavisiti od kretanja tacke. Sile otpora su tangencijalne na putanju tacke i imaju suprotan smjer od smjera
kretanja, npr. sila trenja klizanja izmedu dva tijela u dodiru ili sila otpora vazduha.

Kod kretanja krutih tijela u te¢nostima i gasovima pojavljuju se takode otpori kretanja koji se mogu odrediti
eksperimentalno. Pokazacemo dva idealizovana primjera.

a) Ako su brzine kretanja male onda kaZzemo da je strujanje fluida laminarno, a sila otpora sredine u
tom slucaju je proporcionalna prvom stepenu brzine : F, =kv.

Faktor proporcionalnosti K zavisi od geometrije tijela oko kojeg struji fluid i dinamicke viskoznosti
fluida 1. DZordZ Gabrijel Stoks (1819-1903) je 1854. god. odredio zakon za silu otpora kugle

poluprecnika I' oko koje struji tecnost brzine V: F, =67znrv.

b) Ako su brzine strujanja vece onda je strujanje turbulentno. Kod turbulentnog strujanja priblizna sila
otpora je proporcionalna drugom stepenu brzine: F, = kv?.

Faktor proporcionalnosti K ovdje zavisi od geometrije tijela i gustine fluida p koji struji oko tijela.
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Cesto se sila otpora kod turbulentnog strujanja oko tijela pie u obliku: F, = ng&vz. Ovdje je

A, projekcija tijela na ravan koja je okomita na smijer strujanja, a C, jeste bezdimenzionalna

veli¢ina strujanja, koja ukljuCuje vise znacaja strujanja. Npr. kod modernih automobila C, je manja
od 0,3.

OPSTI ZAKONI DINAMIKE MATERIJALNE TACKE

Da bi se izu¢avanje kretanja materijalne tacke pojednostavilo i da bi se u pojedinim tehnickim problemima
odredile samo odredene velicine, kao npr. brzina u odredenom polozZaju ili brzina u odredenom
vremenskom intervalu, a da se pri tome problem kretanja ne proucava u cjelini, izvedeni su opsti zakoni
dinamike tacke. Njihovom primjenom izbjegava se integraljenje diferencijalnih jednacina kretanja.

Opsti zakoni povezuju osnovne dinamicke velicine koje karakterisu kretanje (kineticku energiju, koli¢inu
kretanja, moment koli¢ine kretanja) sa velicinama koje karakteriSu djelovanje sila (rad sile, impuls sile,
moment sile).

Opsti zakoni dinamike materijalne tacke su:
e zakon koli¢ine kretanja,
e zakon momenata kolic¢ine kretanja,

e zakon kineticke energije materijalne tacke.

KOLICINA KRETANJA. ZAKON KOLICINE KRETANJA (ZAKON IMPULSA)

Koli¢ina kretanja materijalne tacke K je vektorska veli¢ina koja

predstavlja proizvod mase tacke i vektora brzine tacke, K=mv.

Ovaj vektor je kolinearan sa vektorom brzine i ima isti smjer. MoZe se
razloZiti na komponente u pravcu koordinatnih osa referentnog
koordinatnog sistema. Jedinica koli¢ine kretanja je [kgms™] ili [Ns].

Impuls sile. Najprije definiSimo elementarni impuls sile za beskonacno

mali interval vremena. To je vektorska veli¢ina dI = Fdt , gdje je dt
elementarni vremenski interval. Ovaj vektor je kolinearan sa vektorom

sile F . Sad mozemo definisati impuls sile za odredeni vremenski
interval, npr. t, —t:

i = [di = Ft.
t t

Pravac impulsa poklapa se sa pravcem i smjerom sile. Jedinica za impuls sile je [kgms™] ili [Ns]. Moguce je
nacdi projekcije impulsa sile na ose referentnog koordinatnog sistema.

Impuls sile pokazuje efekat dejstva sile u nekom vremenskom intervalu. Da bismo mogli izracunati
vrijednost impulsa sile, sila mora biti poznata funkcija vremena ili konstanta.

Impuls rezultante sistema sile koje dejstvuju na materijalnu tacku u datom vremenskom intervalu, jednak je
vektorskom zbiru impulsa komponentnih sila u istom intervalu vremena:

i=1

(= [Edt= [(Fe e s B = [ Bt [ Bt s [Fot= T, e T, =300
ty t, : ; !
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Zakon o promjeni koli¢ine kretanja materijalne tacke

Ako podemo od osnovne jednacine dinamike ma = F , gdje je F rezultanta svih sila koje dejstvuju na
tacku, imamo:

L F,
dt
pri m=const imamo: %(mV) =-F , odnosno dd—f -F.

Ova jednacine iskazuje zakon o promjeni koli¢ine kretanja materijalne tacke u diferencijalnom obliku: Izvod
vektora koli¢ine kretanja tacke po vremenu jednak je rezultujucoj sili koja dejstvuje na tacku.

Sad éemo uspostaviti vezu izmedu kolicine kretanja i impulsa sile. Ako podemo od jednacine
dK = d (mv) = Fdt

i integralimo je u intervalu vremena t, —t, dobijamo:

v t n
jd(mV):det, odakleje mV-mV, =1, odnosno K—-K; = :z .
Vo ty

Ova jednacina iskazuje zakon o promjeni kolicine kretanja materijalne tacke u konacnom ili tzv. integralnom
obliku: Prirastaj vektora koli¢ine kretanja tacke za neki konac¢ni vremenski interval jednak vektorskom
zbiru impulsa svih sila koje dejstvuje na tacku u tom interval vremena .

Zakon o odrzanju kolicine kretanja materijalne tacke

Ako na materijalnu tacku ne dejstvuju sile ili ako dejstvuje takav

sistem sila Ciji je vektorski zbir jednak nuli Ifr = z |f| =0, ondaje
dK d,
E =0, odnosno a(mv) =0, odakle slijedi da je

mv = const,,

odnosno MV —mV, =const, odakle slijedi V=V, =const.

Ako je u nekom vremenskom intervalu vektorski zbir impulsa svih
sila_koje djeluju na tacku jednak nuli, onda je koli¢ina kretanja
materijalne tacke na kraju tog intervala jednaka koli¢ini kretanja
na_pocetku intervala, tj. tacka se krece ravhomjerno pravolinijski , a takvo kretanje naziva se kretanje po

inerciji.

MOMENT KOLICINE KRETANJA. ZAKON MOMENTA KOLICINE KRETANJA

Iz statike je poznato da je moment sile u odnosu na pol O definisan jednacdinom:

M,=rxF.

Analogna veli¢ina u dinamici je moment koli¢ine kretanja materijalne tacke (kineticki moment) i predstavlja

moment vektora koli¢ine kretanja K u odnosu na pol (tacku) O:

i ] Kk
L=rxK=rx(mV)=x y z
mx my mz
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gdje je T vektor polozaja tacke. Ocigledno je da se mogu odrediti projekcije vektora momenta koli¢ine
kretanja u pravcu koordinatnih osa referentnog koordinatnog sistema, koje definiSu moment kolicine
kretanja tacke za osu:

L =L =m(yz-2zy), L, =L, =m(zx-x2), L, =L, =m(xy - yx).

0X

Zakon o promjeni momenta kolic¢ine kretanja materijalne tacke

MoZemo uspostaviti zavisnost izmedu momenta koli¢ine kretenja tacke i momenta sile.

dv =~ "
Ako podemo od Il Njutnovog zakona ma = z F. ipomnozimo sa vektorom poloZaja tactke I dobijamo

- dv = = E
rx(mE]:erFi :ZMg' .
Ukoliko deriviramo po vremenu vektor konetickog momenta dobijemo

di, d,. . dF A _ v
—:—(rxmv):—xmv+rxm—:mev+r><m—
dt dt dt dt dt

Posto su vektori V. i mV kolinearni njihov vektorski proizvod je jednak nuli, pa je

d—Lozfxmd—V:ZFxlfi :zl\ﬁgi .
dt dt

Jednacdina izrazava zakon o promjeni momenta koli¢ine kretanja materijalne tacke: lzvod kinetickog
momenta u odnosu na nepokretni pol O po vremenu jednak je vektorskom zbiru momenata sila koje
dejstvuju na pokretnu tacku, radunatih za isti nepokretni pol.

7

Vektorskoj jednacini odgovaraju tri skalarne jednacine:

dLOx _ R dLOY _ R dLOz _ R
?T_ZMW dt_ZMW dt_ZM“

Primjer: Matematicko klatno

Matematic¢ko klatno predstavlja materijalna tacka tezine G s

objesena u nepokretnoj tacki A o neistegljiv konopac duZine T T T‘i

| koja izvodi kretanje u vertikalnoj ravni pod djelovanjem L ’
[

vlastite teZine. Proizvoljan poloZaj tacke odreden je uglom ¢ % ' \
a nakon oslobadanja tacke od djelovanja veze, tacka je po l k& \‘Qm
dejstvom tezZine G= mg i sile u konopcu S (reakcija veze). * 1€ o %

a b é

Kineticki moment tacke u odnosu na tacku vjesanja A i moment sila koje dejstvuju na ta¢ku u odnosu na
tacku A su:
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L, =Imv=Im(l¢)=ml*p, M, =-mgsingl

Zakon o promjeni kinetickog momenta za osu koja prolazi kroz tacku A i koje je okomita na ravan kretanja je
u ovom slucaju

dL, d 5. .
—A=M —(ml =-mgl sin
dt A = dt( (0) g @

ml’g =-mglsing = gb'+?—sin(p=0

Za male otklone klatna vaZi aproksimacija Sin @ = ¢ pa je jednacina kretanja klatna

gb+|g(0:0.

Ovo je linearna diferencijalna jednacina 2. reda, a kretanje klatna jesu harmonijske oscilacije.
Zakon o odrzanju momenta kolicine kretanja materijalne tacke

Ako na materijalnu tacku dejstvuje takav sistem sila da je vektorski zbir momenata tih sila u odnosu na
nepokretni pol O jednak nuli, z Mg =0, ondaje

dL, -

d_LtO =0, odakleje L, =TFxmv=const.
Ova jednacina iskazuje zakon o odrZanju momenta koli¢ine kretanja tacke u odnosu na nepokretni pol O. S

obzirom da je vektorski proizvod vektora poloZaja i brzine tacke konstantan, to znaci da ovi vektori leze u
stalnoj ravni, tj. tacka se krece u ravni.

ZAKON KINETICKE ENERGIE MATERIJALNE TACKE. RAD SILE. ENERGIJA

Zakon o promjeni kineticke energije materijalne tacke

-
o
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=
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~
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Q
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dv ds dv

m——=F = mv—=>F = mvdv=) Fds.
ds dt ds

Posto je m = const, lijeva strana jednacine se moZe napisati kao d Emv , Sto predstavlja diferencijal

kineti¢ke energije tacke, tj. dE, . Kinetitka energije tatke jednaka je polovini proizvoda mase tacke i

1
kvadrata njene brzine E, =Emv2. Desna strana predstavlja zbir elementarnih radova sila koje dejstvuju

na tacku.
Posljednja jednacina sada se mozZe napisati kao:

dE, =Y dA .
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Ova jednacina izrazava zakon o promjeni kineticke energije materijalne tacke u diferencijalnom obliku:
Prirastaj kineticke energije na elementarnom pomjeranju materijalne tacke jednak je algebarskom zbiru
radova svih sila koje dejstvuju na tacku na tom pomjeranju.

Integraljenjem jednacine izmedu dva konacna razli¢ita poloZaja tacke Myi M,
A M,
mjvdv => J. Fidscosz(Fi,ét) dobija se
Vo My

2
my;

mv?
2__70:2,&10‘1 odnosno  E,, —E,, ZZAm,l-

Ova jednacina izrazava zakon o promjeni kineticke energije materijalne tacke u konacnom ili integralnom
obliku: Promjena kineticke energije materijalne tacke pri pomjeranju tacke izmedu dva polozaja, jednaka je
zbiru radova svih sila koje dejstvuju na tacku pri tom pomjeranju.

Rad sile
z l M dT ,ﬂ.}-" Neka se materijalna tacka na koju dejstvuje sila pomjera duZ putanje S.
ds Ako u beskonacno malom intervalu vremena tacka izvrsi elementarno
| a . . a0 B
ke E pomjeranje dr , onda je elementarni rad dA sile F na elementarnom
x i pomjeranju dr veli¢ina odredena skalarnim proizvodom
. z[
K o =
I -F.
sl y dA=F.dr
A 1%/ Ako vektor sile i vektor elementarnog pomjeranja tacke prikazemo preko
D —'9-"——" njihovih komponenata u pravcu osa dekartovog koordinatnog sistema,

onda dobijamo analiticki izraz za elementarni rad sile:
dA = lf-dr=(xT+Yj+zR)-(de+dyi+dle): Xdx +Ydy + Zdz .

Ako je materijalna tacka izvrsila kona¢no pomjeranje po odsjecku svoje putanje izmedu tacaka M, i M,,
onda je odgovarajuci rad sile na predenom putu

M,
Ay, = J. (Xdx+Ydy +Zdz).

My

Da bi se mogao izracunati ovaj integral neophodno je da sila i pomjeranje zavise od jedne iste promjenljive.
Najjednostavnije je izracunati rad kada je sila konstantnog intenziteta u toku pomjeranja ili kada zavisi od
poloZaja tacke. Ako sile zavise od vremena ili brzine tacke, onda je neophodno poznavati i zakon kretanja
tacke.

Ako vektor elementarnog pomjeranja iskazemo kao dr = dsét , gdje je € jedini¢ni vektor tangente na

putanju tacke u datom poloZaju, onda je elementarni rad sile
dA=F -dsé, = Fdscosz(lf,ét): F.ds

gdje je F, projekcija sile na pravac tangente na putanju u datom poloZaju. Odavde se vidi da rad na

elementarnom pomjeranju ds vrsi samo tangentna komponenta sile F,, dok je rad normalne komponente

sile_jednak nuli, jer je ona upravna na pravac vektora brzine tacke, tj. na vektoru pomjeranja tacke
dr = ds€,. Ocigledno je da rad zavisi od sile i pomjeranja, kao i ugla izmedu njih, tako da moze biti

pozitivan, negativan i jednak nuli. Rad sile na konachom pomjeranju je

Au o, = h}z Fdscosz(lf,ét).
M,
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Jedinica za rad sile je dzul [J]. DZul je rad koji izvrsi sila od 1 N kada se njena napadna tacka pomjerizal mu
smjeru dejstva sile, tj. dZul je jednak njutnmetru [Nm],odnosno vatsekundi [Ws]. Jedinica za kineticku
energiju je ista kao za rad sile, tj. dzul [J].

= Pri pravolinijskom pomjeranju tacke M rad sile F konstantnog intenziteta i

0 pravca odreden je skalarnim proizvodom vektora sile i vektora pomjeranja
¢l E v g
Mo v S, napadne tacke te sile:

A=F-i=Fucost (F,a)
Ako je ugao o odtar, rad sile je pozitivan, a ako je ugao a tup rad sile je negativan. Kada je 0=90° rad sile je
jednak nuli.

Ako na tacku dejstvuje sistem sila konstantnog intenziteta i pravca, onda je rad tih sila na pravolinijskom
pomjeranju U :

|
|
|
|
|

>
Il
M
<l
I
—_—
+
+
+
<
+
i
T
<l
Il

L) U=F i+

A:A1+A2+...+A]=Z::A

Rad rezultanete sile na konatnom pomjeranju U jednak je algebarskom zbiru radova komponentnih sila na
tom istom pomjeranju.

Efekat rada-snaga: pod snagom se podrazumijeva veli¢ina koja karakteriSe rad sile u jedinici vremena.
Snaga P sile koja dejstvuje u beskona¢no malom intervalu vremena dt je

F)_dA_F-dr

- =F-V=Xx+Yy+2Zz
dt  dt

A
Ako se rad tokom vremena t vrsi ravnomjerno, onda je snaga P = T . Jedinica za snagu je vat [W].

Rad sile teZe, sile elasti¢nosti i sile trenja

Rad sile teze

Zl Neka se tacka M pod dejstvom sile teze G pomjeri po nekoj krivoj iz
o 0 —
: poloZaja MO(XO,yO,ZO) u polozaj Ml(xl’yl’zl)' S obzirom da sila G
= P\WM ima projekciju samo u pravcu z-ose, rad sile teze pri tom pomjeranju je
i M
Zi f&1
0 " | }’__ M, Z
Yo% 2 gy A, = I (Xdx+Ydy + Zdz) = —J'Gdz =-G(z,-2,)=G(z,-7)
y L Mo %
AT e L

Rad sile teZe jednak je proizvodu iz intenziteta sile i odgovarajuéeg vertikalnog pomjeranja h njene
napadne tacke. Rad je pozitivan ako pocetni poloZaj My iznad konaénog polozaja M; napadne tacke sile, a
negativan ako je poloZaj My ispod konaénog poloZaja M; tacke.

A=+Gh
Rad sile teZe ne zavisi od duZine puta niti od oblika trajektorije napadne tacke sile ve¢ zavisi samo od
normalnog rastojanja izmedu horizontalnih ravni koje prolaze kroz pocetni i krajnji polozaj tacke.
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Sile koje imaju osobinu da im rad ne zavisi od duzine puta i oblika trajektorije nazivaju se konzervativne
sile.

Rad sile elasti¢nosti (sile u opruzi):

Neka je tacka M vezana oprugom krutosti ¢ koja je drugim krajem vezana za nepokretnu ravan. Ako tacku M

izvedemo iz ravnoteznog poloZaja, ona ¢e pod dejstvom sile uspostavljanja IfC vrsiti pravolinijsko kretanje.

Ako je X veli¢ina deformacije opruge, onda je projekcija sile u opruzi na OX - osu F, =—CX, a rad sile na

konacnom pomjeranju M M je odreden izrazom:

M X X2 X c
= F N A, = I chdxz—cJ.xdx:_C_ :_(Xg_xz)
W_AAV\ —}\ ﬁ._f\ A iM X M, % 2 . 2
A A AAARAANAAAY -

Xo - U ovom izrazu X, je pocetna deformacija opruge

- — - G

)"\x——J (deformacija opruge u pocetnom poloZaju tacke), a X je
krajnja deformacija opruge (deformacija opruge u krajnjem

poloZaju tacke).

Ako nema pocetne deformacije, X, = 0, onda je rad sile u opruzi na nekom konaénom pomjeranju X :

1 .2
=—-=cx’.
A==

Analogno, kod torzione opruge sa konstantom torzione krutosti C;, rad sile pri deformaciji za ugao ¢ je:
1 5
Ay = _Ecﬁo .

Rad sile uspostavljanja IEc ne zavisi od oblika trajektorije ve¢ samo od pocetnog i krajnjeg poloZaja tacke,

tako da je sila elasti¢nosti opruge takode konzervativna sila.

Rad sile trenja klizanja

Ako se tacka M krece po hrapavoj povrsini, onda na nju dejstvuje sila trenja
klizanja. PosSto sila trenja klizanja uvijek ima smjer suprotan od smijera
pomjeranja tacke M, rad sile trenja je:

Sila trenja klizanja nije konzervativna sila, ve¢ disipativna, bududi da trosi
energiju, tj. usljed djelovanja sile trenja energija se pretvara u toplotu.
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KONZERVATIVNE (POTENCIJALNE) SILE

Sila F , odnosno njene projekcije, moZe da zavisi od pomjeranja njene napadne tacke, tj. da zavisi od
polozaja tacke. Poseban slucaj ove zavisnosti je kada postoji takva funkcija U (X, Y, Z) koordinata napadne

tacke sile, da se sila F moZe izraziti u obliku gradijenta ove funkcije:

F=grad U AR ]+6U K
OX 0z

gdje su projekcije sile na ose jednake parcijalnim izvodima funkcije U,
ouU ouU ouU
Z —

X=—, Y=—, =—.
OX oy 0z

Skalarna funkcija U (X, Y, Z) naziva se funkcija sile, a sila F je u tom slucaju konzervativna sila.

Ako je sila konzervativna, onda mora biti zadovoljeno

X U oY X _dU _az

o U az

oy oxdy ox' . oxor ox| oz oyor oy

Ove jednacine se mogu krace zapisati preko rotora sile

rotF = 0
0

=< \%’|Q) —
N Qo =~

X
X
Znadi, sila F ¢e biti konzervativna ako zavisi od polozaja i ako je rot F=0.

Elementarni rad konzervativne sile F na pomjeranju dr jednak je totalnom diferencijalu funkcije sile:

M+ P 7 20 (0 + o+ oK) = S Tty + Pz = du
OX oy 0z OX oy 0z

dA=F.dr = [
Rad konzervativne sile F na kona&nom pomjeranju tacke iz poloZaja Mo(Xo,Yo,20) U poloZaj Mi(x1,y1,21) je

M,
Aum = _[ dU =U (%, Y1, 2) =U (X5, Y5, 25) =U, = Uy,

Mo

Rad konzervativne sile zavisi samo od vrijednosti funkcije sile (odnosno potencijalne energije) u krajnjem i
pocetnom poloZaju, a ne zavisi od oblika putanje kojom se napadna tacka sile kretala.

Cesto se u mehanici umjesto funkcije sile U koristi potencijalna energija Eo(x,y,2), koja je jednaka funkciji
sile sa negativnim predznakom, t;j. Ep =-U.

U tom smislu se rad konzervativne sile moZe iskazati i preko potencijalne energije

Ml Ml
Auw, = | dU = [ —dE, =E ,—E,,
Mg M,

tj. rad sila konzervativnog polja pri nekom pomjeranju materijalne tacke jednak je razlici vrijednosti
potencijalne energije tacke u njenom pocetnom i krajnjem poloZaju.
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ZAKON ODRZANJA MEHANICKE ENERGIJE

Zakon o promjeni kineticke energije moZe se napisati kao:
Eq—Eow=> Ao=E,n—E; = Eq+E,=E,+E,=const,

tj. ako sile koje dejstvuju na tacku imaju potencijal onda je zbir kineticke i potencijalne energije konstantan.
Ovim je iskazan zakon odrzanja mehanicke energije.

Potencijalna energija materijalne tacke u bilo kojem njenom poloZaju jednaka je radu koji izvrse sile
konzervativnog polja, koje dejstvuju na tacku, pri pomjeranju tacke iz datog u nulti poloZaj. Potencijalna
energije tacke u nultom polozaju je jednaka nuli, tj. E,,=0.

S obzirom da smo prethodno definisali rad nekih konzervativnih sila, sada te sile moZzemo iskazati i preko
potencijala:

a) potencijal tezine G na udaljenosti Z od povriine zemlje naziva se gravitacioni potencijal,
E, =Gz
b) potencijal sile u opruzi, ako je opruga rastegnuta za iznos X (odnosno @ kod torzione opruge)

1 1
je Ep = ECXZ (odnosno za torzionu oprugu Ep = ECTgoZ ).

Suprotno od teZine i sile u opruzi, sila trenja nema potencijal, tj. sila trenja nije konzervativna. To znaci da
njen rad zavisi od puta, a usljed sile trenja mehanicka energija se pretvara u toplotu. Takve sile nazivamo
disipativne sile (sile koje troSe energiju).

U sistemima u kojima se pojavljuju takve sile ne vrijedi zakon odrzanja mehanicke energije, ve¢ se mora
primijeniti zakon o promjeni kineticke energije i pri izracunavanju rada sila potrebno je izracunati rad
disipativne sile.
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DINAMIKA MATERIJALNOG
SISTEMA



MATERIJALNI SISTEM. PODJELA SILA KOJE DEJSTVUJU NA MATERIALNI SISTEM

Pod pojmom materijalni sistem (sistem materijalnih tacaka) podrazumijeva se konacan broj materijalnih
tacaka koje su na odredeni nacin povezane. Analiza sistema materijalnih tacaka je veoma vazna jer u prirodi
i tehnici postoje kretanja u kojim ucestvuje vise tijela, a ta tijela moZemo idealizovati materijalnim tackama
koje obrazuju materijalni sistem.

Diskretan materijalni sistem obrazuju materijalne tacke koje se nalaze na medusobno konacnim
rastojanjima.

Ako su mase neprekidno rasporedene u nekom dijelu prostora, tada tacaka ima beskona¢no mnogo i sistem
obrazuje neprekidnu sredinu.

Oblast prostora ispunjena neprekidno rasporedenom masom predstavlja materijalno tijelo.

Materijalni sistem mozZe biti obrazovan ne samo od skupa materijalnih tacaka, ve¢ i od skupa materijalnih
tijela.

Sve sile koje dejstvuju na tacke sistema mogu se podijeliti na spoljasnje i unutrasnje sile.

Spoljasnje sile su sile kojima materijalne tacke ili tijela koja ne ulaze u sastav sistema dejstvuju na

materijalne tacke ili tijela posmatranog materijalnog sistema, Fs.

Unutrasnje sile su sile kojima dejstvuju jedna na drugu materijalne tacke (tijela) posmatranog sistema, Fu.
Neke osobine unutrasnjih sila koje dejstvuju na sistem:

1) Vektorski zbir (glavni vektor) svih unutrasnjih sila materijalnog sistema jednak je nuli
n
Fa=> F'=0
i=1

Ovo slijedi iz treceg Njutnovog zakona (akcija=reakcija), tj. izmedu bilo koje dvije tacke
materijalnog sistema dejstvuju sile istog intenziteta i pravca a suprotnog smjera, Fij = —I:ji (indeks
”ij “ oznacava silu kojom j-ta masa sistema dejstvuje na j-tu masu, i obrnuto indeks ,, i “ oznacava

silu kojom i-ta masa sistema dejstvuje na j-tu masu.

2) Vektorski zbir momenata (glavni moment) svih unutrasnjih sila materijalnog sistema u odnosu na
proizvoljno izabrani pol o jednak je nuli

M(l)f; =ZM§u =, I x —U =0,
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GEOMETRIJA MASA. MASA MATERIJALNOG SISTEMA. SREDISTE (CENTAR) MASA

Kretanje materijalnog sistema osim sila koje dejstvuju na njega zavisi i od ukupne mase sistema i od
rasporeda mase u tom sistemu.
Masa materijalnog sistema jednaka je algebarskom zbiru masa svih tacakaili tijela, koje obrazuju sistem

m= Zn:mi
i=1

Raspored masa materijalnog sistema prevashodno je okarakterisan poloZajem tacke koja se naziva srediste
masa _ili_centar inercije _materijalnog sistema. SrediSte masa ili centar inercije materijalnog sistema

sacinjenog od n materijalnih tacaka jeste geometrijska tacka C Ciji je poloZaj u odnosu na izabrani sistem
referencije Oxyz odreden vektorom
n
2 M
_ =l

m

e

n

Velicina Zmiﬁ naziva se staticki moment masa taCaka sistema. PoloZaj srediSta C masa moguce je
i=1

odrediti pomocu Dekartovih koordinata te tacke, tj. projektovanjem vektorske jednacine na ose Dekartovog

koordinatnog sistema Oxyz
n n
Zmixi Zmiyi Zmizi
X = =L ’y:izl oz =

¢ m ¢ m ¢ m
Ocigledno je da poloZaj sredista masa C sistema zavisi samo od rasporeda masa tacaka sistema, a ne zavisi
od toga da li na razmatrani sistem dejstvuju ili ne dejstvuju sile, niti zavisi od izbora sistema referencije.
Ako sistem obrazuju kruta tijela, onda se na ovaj nac¢in mozZe odrediti i polozZaj teziSta sistema krutih tijela.
Teziste krutog tijela, odnosno neizmjenljivog materijalnog sistema, poklapa se sa srediStem masa sistema.
SrediSte masa je opstiji pojam od teZista, jer teZiSte je definisano samo za kruto tijelo, dok srediste masa
kako karakteristika rasporeda masa se odnosi na bilo koji materijalni sistem, izmjenljiv ili neizmjenljiv.

MOMENTI INERCIJE MATERIJALNOG SISTEMA (POLARNI, AKSIJALNI, PLANARNI)

Pri translatornom kretanju materijalnog sistema ili krutog tijela, mjera inercije jeste masa sistema (tijela), a
karakteristika rasporeda masa u tom slucaju jeste srediSte C masa ili centar inercije materijalnog sistema.
Medutim, pri obrtnom kretanju materijalnog sistema, odnosno krutog tijela mjera inercije jeste moment
inercije, koji takode predstavlja karakteristiku rasporeda masa.

Moment inercije materijalnog sistema odnosno krutog tijela u odnosu na dati pol O (polarni moment
inercije), osu z (aksijalni moment inercije) ili ravan I1 (planarni moment inercije) naziva se skalarna velicina
koja je jednaka zbiru proizvoda masa svih tac¢aka sistema i kvadrata rastojanja tacaka od datog pola O, ose
zili ravni IT:

lo = Zm.r.z polarni moment inercije
aksijalni moment inercije

n
I, = Zm. rZ  planarni moment inercije

U Sl sistemu mjera jedinica mjere za moment inercije je kilogram metar na kvadrat [I ] = kgmz.
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Ako materijalni sistem predstavlja homogeno kruto tijelo, onda je potrebno tijelo (u mislima ) rastaviti na
konacan broj elementarnih dijelova i odrediti priblizni moment inercije po datim formulama, a zatim
izraCunati grani¢nu vrijednost pribliZnog momenta inercije, pretpostavljajuci da broj dijelova n na koje smo
tijelo rastavili tezi beskonac¢nosti. Moment inercije homogenog tijela u odnosu na proizvoljnu osu je

= lim Zm, 2 Ir dm

n—oo 1
m—0 |

gdje se integral odnosi na cijelu zapreminu V tijela.
Ako posmatramo materijalni sistem, onda je aksijalni moment inercije tog sistema u odnosu na osu Ox

odreden sa
Zm, 2 Zm (Y2 +27), jerje 17 =(yi+127).

Analogno je

Zm, 2 Zm(x +27) 1o, = Zm, 2 Zm(xi2+yi2).

Polarni moment inercije je

n n
2 2 2 2
=y mi?=>m (¢ +y +27).
i=1 i=1

Sabiranjem aksijalnih momenta inercije za ose Ox, Oy i Oz dobije se

Zn:mi (v? +zf)+zn:mi (%7 +zi2)+zn:mi (7 + yf):zzn:mi (% +yi+27)
i=1 i=1 i=1 i=1
lox + 1oy + 1o, =214

tj. zbir aksijalnih momenata inercije materijalnog sistema za tri koordinatne ose Dekartovog pravouglog
sistema referencije jednak je dvostrukom polarnom momentu inercije tog sistema za pol O koji se nalazi u
koordinatnom pocetku datog referentnog sistema.

Za homogeno kruto tijelo momenti inercije definisani su sa
= [(y?+2%)dm, 1o, = [(x* +2* )dm, 1o, = [ (x* +y? Jdm
\ \Y \Y

I :J.(x2 +y° +zz)dm
\%

Odredivanje  momenta inercije nehomogenih tijela ne wvrsi se koris¢enjem ovih formula, veé
eksperimentalnim metodama.

Moment inercije sistema u odnosu na proizvoljnu osu z moguce je izraziti u obliku proizvoda mase sistema i
kvadrata linearnog rastojanja od te ose, tj. poluprecnika inercije u odnosu na tu osu

_ 2
Iz - mpz

Ukoliko je poznat moment inercije sistema za osu, onda se poluprecnik inercije tog sistema za osu odreduje

formulom

Poluprecénik inercije sistema je geometrijski jednak rastojanju od ose one tacke u koju treba koncentrisati
cjelokupnu masu sistema, da bi moment inercije te tacke bio jednak momentu inercije datog sistema u
odnosu na tu osu.
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ZAVISNOST IZMEDU MOMENATA INERCUE SISTEMA
U ODNOSU NA DVIJE PARALELNE OSE (HAJGENS-STAJNEROVA TEOREMA)

Da bi odredili moment inercije sistema u odnosu na osu z; koja je
paralelna osi Cz koja prolazi kroz srediste masa C sistema, postavimo
sistem referencije Cxyz sa pocetkom u tacki C (srediSte masa
sistema). Aksijalni momenti inercije u odnosu na ose zi z; su

n n
2 2 2
e, :Zmiriz = mi(xi +Yi )’
=)

i=1 i

n
2
IZ1 = Zmi rizl =
i=1

n

> m (xinr(yi —d)z)

odnosno

n n

I, =lg,+d> m—2d> my, .

i=1 i=1

n
Na osnovu poznate koordinate Y. srediSta masa C sistema my. = Zmi Y; , a kako je tacka C usvojena za
i=1

pocetak sistema referencije Cxyz, to je Y. =0, moZe se napisati
_ 2
I, =1, +md

Ova formula izraZzava Hajgens - Stajnerovu teoremu: Moment inercije materijalnog sistema (tijela) za neku
osu jednak je zbiru iz momenta inercije tog sistema (tijela) u odnosu na paralelnu osu koja prolazi kroz
srediSte masa sistema (teZiSte krutog tijela) i proizvoda mase sistema i kvadrata rastojanja izmedu tih osa
(zbir iz sopstvenog momenta inercije i poloZzajnog momenta inercije).

Iz ove formule slijedi da je |Zl > 1, , tj. najmanji je moment inercije za osu koja prolazi kroz srediste masa

sistema . Moment inercije za osu koja prolazi kroz srediste masa sistema naziva se sopstveni moment
inercije.

MOMENT INERCIJE ZA OSU PROIZVOLINOG PRAVCA KROZ DATU TACKU

Izvedimo moment inercije za osu U koja prolazi kroz tacku O (koordinatni pocetak) i koja sa osama x,y,z
zaklapa uglove a, B, y. Jedinicni vektor U, ose U ima projekcije cosa, cosp i cosy.

Ako je h rastojanje elementarne mase dm od ose U, onda je elementarni moment inercije za osu U
dl, = h?dm,

a moment inercije tijela za osu U je
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1, = [hdm.
\

Rastojanje h se iskaZe kao intenzitet vektorskog proizvoda vektora poloZaja I i jedini¢nog vektora U, :
|Fx0,|=ru,sin@=rsing=h

ili se kvadrat rastojanja h Ziskaze analiti¢ki

h? =(Fx0,)" =| x y z | =
CoOSa COSf coSy

:(ycos;/—zcosﬂ)2 +(zcosw—xcos;/)2 +(XCOSﬂ—yC056{)2 =
= (y?+2%)cos® a+(x* +2%)cos® B+(X* +y*)cos® y —

—2XYy COS ¥ COS F —2Yyz COS [ COS y — 2XZ COS X COS ¥

Ako sada h? zamijenimo u integralu kojim definiéemo moment inercije tijela i izdvojimo konstante ispred
integrala, dobijemo

|, = cos’ ocj'(y2+zz)dm+cos2 ﬂj(x2 +2°)dm+cos’ yj(x2+y2)d -
\% \% \%

—2C0S & COS ﬁJ' xydm —2cos 3 cos yj yzdm —2 cos & oS ;/I xzdm =
Vv \ \

=1,cos’ a+1,cos’ B+1,c0s” y—21, cosacos f—21,cos fCosy —2l,,COSaxCOSy

Velicine IXy, Iyz, l,, nazivaju se centrifugalni momenti inercije (mogu biti ve¢i ili manji od nule ili jednaki

nuli):

Ly =1 :jxydm, l,=1,= I yzdm, I,=1, =Ixzdm, centrifugalni momenti inercije.
\ \ \

Negativne vrijednosti centrifugalnih momenata inercije nazivaju se proizvodi inercije:

Ly =1 = —I xydm, 1,=1,= —J. yzdm, 1,=1, = —J. Xzdm, proizvodi inercije.
\ \ Vv

Devet velicina: I, 1, 1,, 1, =1,,1,=1,,1,=1, (od kojih je nezavisnih Sest) karakteriSu inercijska

svojstva tijela pri rotaciji (invarijantnu osobinu tijela pri njegovoj rotaciji) i nazivaju se tenzor inercije tijela
(matrica inercije):
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OPSTI ZAKONI DINAMIKE METERIJALNOG SISTEMA

ZAKON O KRETANJU SREDISTA MASA MATERIJALNOG SISTEMA

Posmatramo kretanje materijalnog sistema sacinjenog od n tacaka na -~

;:!
koje dejstvuju spoljasnje i unutrasnje sile. Za svaku tacku sistema, ako ih i My e
posmatramo kao slobodne, mogu se napisati diferencijalne jednacine Fu ' \R
kretanja saglasno Il Njutnovom zakonu ??\ Mi ¢ My
- _ i |
= S u -
ma, =F’ +F 4L | R
= _[Fs,pu 1Zi | Z¢
m,a, =F, +F, 0 sy ¥ o
A XC____;_;\I;\C}///JT(‘
= S u ;Z s il sl
ma, =F’ +F,

Ova jednacina izrazava zakon o kretanju srediSta masa materijalnog sistema: SrediSte masa C (centar
inercije) materijalnog sistema krece se kao materijalna tacka sa masom jednakom zbiru masa svih tacaka
sistema na koju dejstvuje glavni vektor svih spoljasnjih sila sistema.

Zakon o odrzanju kretanja sredista masa materijalnog sistema:
Ako na razmatrani materijalni sistem dejstvuje takav sistem sila da je za sve vrijeme kretanja vektorski zbir

n
spoljadnjih sila jednak nuli, IERS = z Iff =0, ondaje
i=1
n — —
ma. =) F°=F =0, = & =0 = V. =const
i=1
Ako je glavni vektor spoljasnjih sila koje dejstvuju na metrijalni sistem jednak nuli za sve vrijeme kretanja,
onda se srediste masa sistema krece ravnomjerno pravolinijski.

ZAKON KOLICINE KRETANJA MATERIJALNOG SISTEMA

Kolicina kretanja materijalnog sistem jednaka je vektorskom zbiru koli¢ina kretanja svih tacaka razmatranog

> N N\ dr;
sistema K = Z K, = ZmiVi , a kako je brzina i-te tacke sistema V, = d—t', moZe se napisati
i=1 i=1
>~ di  d G . d, dr; _
K=>m—t=—>"mf = (mrc):md—fzmvc
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Vektor koli¢ine kretanja materijalnog sistema jednak je proizvodu iz mase sistema i vektora brzine sredista
masa materijalnog sistema i ima pravac i smjer vektora brzine sredista masa sistema.

Koli¢ina kretanja karakterise samo translatorno kretanje materijalnog sistema, odnosno krutog tijela.
Diferenciranjem vektora koli¢ine kretanja materijalnog sistema dobije se

dK d, av, -
_( ): c

kbl m—=ma. =F;, odnosno
dt dt © a ¢ F

dK -, &=

_=FS: FiS

da " .21:

Ova jednacina izrazava zakon o promjeni koli¢ine kretanja materijalnog sistema u diferencijalnom obliku:
Izvod po vremenu vektora koli¢ine kretanja materijalnog sistema jednak je glavhom vektoru spoljasnjih sila
koje dejstvuju na sistem.

Promjenu kolicine kretanja materijalnog sistema, prema tome, izazivaju samo spoljasnje sile koje dejstvuju
na sistem.

Iz dK = Ifdet , integraljenjem za neki vremenski interval u granicama od t, do t, dobijemo

j.d}z:j.#; = K(t)—lz(to):j‘q;dt:zn:j.lf.sdt, odnosno
ty to t

Jednacdina izrazava zakon o promjeni (prirastaju) koli¢ine kretanja materijalnog sistema u konacnom
(integralnom) obliku: Prirastaj kolicine kretanja materijalnog sistema u kona¢nom intervalu vremena
jednak je vektorskom zbiru impulsa svih spoljasnjih sila koje dejstvuju na sistem u tom intervalu vremena.

Zakon o odrzanju kolicine kretanja materijalnog sistema:
Ako na razmatrani materijalni sistem dejstvuje takav sistem sila da je za sve vrijeme kretanja vektorski zbir

n
spoljadnjih sila jednak nuli, Fg = z F$=0,ondaje

i=1

K = - _
K F;=0 = K=mvV,=const = V, =const,
dt

tj. brzina sredista masa je konstantna ili jednaka nuli ako je u po¢etnom trenutku (\7C )0 =0.

ZAKON KINETICKOG MOMENTA (MOMENTA KOLICINE KRETANJA) MATERIJALNOG SISTEMA

Kineticki moment materijalnog sistema:

Kineticki moment materijalnog sistema u odnosu na nepokretni pol jednak je vektorskom zbiru kinetickih
momenata svih tacaka materijalnog sistema u odnosu na isti pol, tj.

g:itfg

|

-

P XMV, .

Veza izmedu kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na nepokretni pol i kinetickog
momenta materijalnog sistema u odnosu na srediste masa sistema:

Ako sistem vrsi sloZeno kretanje onda se to kretanje moze razloZiti na prenosno translatorno kretanje koje
se vrsi zajedno sa pokretnim sistemom referencije Cx;y1z; sa srediStem C kao koordinatnim pocetkom i
relativno kretanje sistema u odnosu na pokretni sistem referencije Cxyy1z;.
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Polozaj proizvoljne tacke M; sistema u odnosu na nepokretni sistem referencije

z Wiz Oxyz odreden je vektorom polozaja I} =T + g, .
_}./ \\E: Apsolutna brzina tacke M; odredena je prvim izvodom po vremenu vektora
% \| , PoloZaja
/ sl S Y
"/ s e i~ ,0 i ir
dt dt
x/ 3/

pa se kineticki moment materijalnog sistema u odnosu na nepokretni pol moze
napisati kao

s m, :ZHJ(FC +5,)x(mVe +my, ) =

(_J)_l
Il
=

i=1 i=1
n n
=) T xmy, + Y . xmy, +Zp|><mv +prmv
i1 i1
n n
= CXVCZ Z Vir+zmipixvc+zpixmivir:
i1 i1 i1 i1

=T, xmV, +T, x%(Zmiﬁij+(Zmiﬁi]xVC +Y B xmy,
i=1 i=1 i1

Posto je polozZaj sredista materijalnog sistema u odnosu na pokretni sistem referencije Cx,y,z; odreden sa

n

mp. = z m, o, , a kako je pocetak pokretnog koordinatnog sistema upravo srediste C, onda je p. =0, pa
i-1

je kineticki moment sistema

n
gdje su: K =mV_-vektor koli¢ine kretanja materijalnog sistema, L., = Zﬁl XMV, - kineticki moment
i=1
materijalnog sistema u odnosu na srediste masa C sistema.
Prema tome: Pri_proizvolinom kretanju materijalnog sistema kineticki moment materijalnog sistema u
odnosu na nepokretni pol O jednak je vektorskom zbiru momenta vektora koliine kretanja srediSta masa

sistema ( K =MV, ) u odnosu na nepokretni pol O i kinetickog moment materijalnog sistema u odnosu na

srediSte masa sistema pri relativhom kretanju sistema u odnosu na srediste masa C.

Zakon o promjeni kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na nepokretni pol

Za i-tu tacku sistema, zakon o promijeni kinetickog momenta u odnosu na nepokretni pol O je
di
dt

Ovakva jednacina moZe se napisati za svaku tacku sistema i kada izvrSimo vektorsko sabiranje svih tih
jednacina dobije se

Zn:d(lj_%zzn: Mgis +Zn:|\z§u , odnosno %i l:io :i M’ES +i|\]§u ’
i-1 = 2 2 >

_NAR LN R
=Mg +Mg

a kako je vektorski zbir momenata unutrasnjih sila u odnosu na pol O jednak nuli, dobije se
dl, Z": =
a = Mo
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Ova jednacina izrazava zakon o promjeni kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na nepokretni
pol: Izvod po vremenu vektora kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na nepokretni pol
jednak je vektorskom zbiru momenata (glavnhom momentu) svih spoljasnjih sila koje dejstvuju na sistem u
odnosu na isti nepokretni pol O.

ZAKON KINETICKE ENERGIJE MATERIJALNOG SISTEMA (KRUTOG TIJELA). KENIGOVA TEOREMA

Kineticka energija materijalnog sistema. Kenigova teorema

Kineti¢ka energija materijalnog sistema jednaka je zbiru kinetickih energija E,; svih materijalnih
tacaka tog sistema:

Ek = Z Eki = %imiviz

n

i-1 i=1
gdje je v; apsolutna brzina materijalne tacke.
Proizvoljno apsolutno kretanje materijalnog sistema u odnosu na
nepokretni sistem referencije OxyzmoZe se posmatrati kao zbir iz
translatornog kretanja sistema zajedno sa pokretnim sistemom referencije
Ax; y; z; i relativnog kretanja materijalnog sistema u odnosu na pokretni
sistem referencije Ax; y; 23,
PoloZaj proizvoljne tacke M; u odnosu na nepokretni sistem referencije

Oxyz odreden je sa I, =T, + p,, a apsolutna brzina tacke M; je vektorski

zbir brzine pola A i relativne brzine tacke M; u odnosu na pol A

V, =V, +V,

gdje je V,, relativna brzina srediSte masa materijalnog sistema u odnosu na pokretni sistem referencije.

Ako se za koordinatni pocetak pokretnog sistema referencije izabere upravo srediste masa C materijalnog
sistema, onda je V, =V, a relativna brzina sredista jednaka je nuli V., =0, tako da je kineticke energija
materijalnog sistema:

E = imvé +£Z myv2
2 24T

Ova jednacdina izrazava Kenigovu teoremu o kinetickoj energiji materijalnog sistema: Kineticka energija
materijalnog sistema pri_njegovom proizvolinom apsoluthom kretanju jednaka je algebarskom zbiru iz

1
kineticke energije Emvé srediSta masa materijalnog sistema, pretpostavljajuc¢i da je u sredistu C

. . . . R ) . . . N
koncentrisana cjelokupna masa sistema, i kineticke energije —Z m,V;, _pri relativnom kretanju materijalnog
i=1
sistema u odnosu na pokretni sistem referencije Cx, y; z; koji je postavljen sa pocetkom u sredistu masa.
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Primjenom Kenigove teoreme mogu se izvesti izrazi za kineticku energiju krutog tijela pri translatornom
kretanju, pri obrtanju oko nepokretne ose, pri ravhom kretanju i pri opstem kretanju. Kako homogeno
kruto tijelo predstavlja neizmjenljivi materijalni sistem sa neprekidnim rasporedom mase, kineticka energije
krutog tijela racuna se kao

1
E, = —jvzdm :

2 \Y
Translatorno kretanje tijela: Pri translatornom kretnju krutog tijela sve tacke tijela krecu se na isti nacin, tj.
imaju iste brzine, pa je

1 1 1
E, :—Ivzdm :—vzjdm =—mv’

2y, 2 3 2

Obrtanje tijela oko nepokretne ose: Pri obrtanju tijela oko nepokretne ose tacke tijela se krecu po kruznim
putanjama sa centrom na obrtnoj osi, a intenziteti brzina su V =rw, tako da je kineticke energija tijela

1 1 1 1
E, = E\‘/[vzdm = Ei(ra))z dm= Ea)z\! r’dm = > |,

gdje je |, moment inercije tijela u odnosu na obrtnu osu Oz.

Ravno kretanje krutog tijela: Kako se ravno kretanje tijela moZe razloZiti na translatorno kretanje tijela
zajedno sa tezistem C i na relativno obrtno kretanje tijela oko ose C{ koja prolazi kroz teziste, onda je

relativna brzina i-te tacke tijela u odnosu na srediste C, v, = ViC = p,w, pa je kineticka energija tijela

1 1

E, =-mv+= 1.0
2 2
.. 1 2 . .v .. .. . . . 1 2 . . .y ..
gdje je Emvc kineticka energija tijela usljed translatornog dijela kretanja, a E oo je kineticka energija
tijela usljed obrtanog dijela kretanja tijela oko ose CZ koja ne mijenja svoj poloZaj u odnosu na tijelo, pa se
ne mijenja ni moment inercije ICg u odnosu na tu osu.
Ako se iskoristi izraz za brzinu centra mase C i §tajnerova teorema,

kineticke energija tijela je

v

1 e~ = 2 1 2 1 —2 2 1 2
E, =5 m(CRo) +- .0 =§(mCF’V +|C¢)a) =10

i gdje je |,, moment inercije tijela za osu koja prolazi kroz trenutni pol

P 7

AR o P . v v.e . . . v .
Py brzina P,. Ovaj izraz izraZzava Cinjenicu da se ravno kretanje moZe predstavi

kao trenutno obrtanje oko ose kroz trenutni pol brzina P,.

Medutim, kako se poloZaj trenutnog pola brzina mijenja tokom kretanja tijela, tako se mijenja i moment
inercije tijela za osu koja prolazi kroz pol brzina, pa nije uvijek zgodno odrediti kineticku energiju tijela ovim
obrascem.

Opste kretanje krutog tijela: Opste kretanje krutog tijela moZe se predstaviti kao sloZzeno kretanje
sastavljeno od translatornog kretanja tijela zajedno sa tezistem C tijela i relativhog obrtanja oko tacke C,
odnosno trenutne obrtne ose koja prolazi kroz tacku C tijela i koja mijenja pravac tokom kretanja. Kineticka
energija tijela je

1 5

1
Ek =EmVC +§|Qa)2

gdje je 1, moment inercije tijela u odnosu na trenutnu obrtnu osu CQ koja prolazi kroz teZiste krutog tijela.
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Kineticka energija sistema krutih tijela odredena je zbirom kinetickih energija pojedinih tijela koja obrazuju

sistem :

E. =D E.
i-1

Rad sila koje dejstvuju na kruto tijelo:

a)

b)

c)

d)

Translatorno kretanje tijela:
Ukupni elementarni rad sila je:

dA=>"dA = F*-dr=dr) F°=F;-dr

n ol
Rad sila na konatnom pomjeranju je: A , = ZI F*-dr
i=1 |

Obrtanje tijela oko nepokretne ose:

Silu lfis koja dejstvuje na i-tu tacku tijela moZemo razloZiti u pravcu osa
prirodnog triedra, tako da je elementarni rad j-te sile:

dA = F-df, = (F{ + B+ F))- 058 = Fi 05, = Firdp =M do

it i

Ukupni elementarni rad svih sila koje dejstvuju na tijelo
dA=>"dA => M dp=M,dp

Rad svih sila koje dejstvuju na tijelo pri konacnom obrtanju

@
A=[M,dgp

(4]

Ravno kretanje tijela:

Kako se ravno kretanje sastoji iz translatornog kretanja tijela sa
izabranim polom i obrtanja tijela oko ose koja prolazi kroz izabrani
pol, ako sve sile koje dejstvuju na tijelo redukuju na pol (teziste C)
dobice se glavni vektor spoljasnjih sila i glavni moment sila, pa je
elementarni rad sila odreden sa

dA=F;-dii + M do, 0

gdje je Mc; :ZMg‘; glavni moment spoljasnjih sila u odnosu na osu koja prolazi kroz teziste a

upravna je na ravan kretanja. Rad spoljasnjih sila na konaénom pomjeranju tijela je:

Cy @
A= [ Fg-dig+ [Mc.do.
C 23

Opste kretanje krutog tijela:

U slucaju opsteg kretanja tijelo se obrée oko tacke C koja se takode
krece u prostoru, rad vrsi i glavni vektor i glavni moment spoljasnjih sila

SA=FES - dr. + M3da

1 =S

gdje je Mg = z MS‘ glavni moment spoljasnjih sila u odnosu na
i=1

trenutnu obrtnu osu koja prolazi kroz pokretni pol C tijela.
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Zakon o promjeni kineticke energije sistema

Za i-tu tacku sistema moZe se napisati zakon o promjeni kineticke energije

1 2 1 2 s, au
—mv-——mv,=A+
2 i 2 i"i0 Ai A

gdje je As rad svih spoljasnjih sila koje dejstvuju na tacku i A” rad svih unutrasnjih sila koje dejstvuju na
tacku. Sabiranjem jednacina za sve tacke sistema dobije se

ilmiviz _ilmivizo = i Ais +iAU
i 2 i 2 1 i1

E, —Eyo =ZA15+ZA1U
i1 i1

Jednacina iskazuje zakon o promjeni kineticke energije u kona¢nom obliku za izmjenljivi materijalni sistem:
Prirastaj kineticke energije izmjenljivog materijalnog sistema pri njegovom pomjeraniju iz pocetnog u krajnji
poloZaj jednak je zbiru radova svih spoljasnjih i unutrasnijih sila koje dejstvuju na izmjenljivi sistem na tom
pomijeranju. Treba primijetiti da promjena kineticke energije sistema zavisi i od unutrasnjih sila, tj. rad
unutrasnjih sila razliCit je od nule u sluc¢ajevima kada se pri kretnju tijela deformisu ili ako su unutrasnje
veze ostvarene preko elasti¢nih elemenata-opruga, rastegljivih konopaca i sl.

n
U slucaju neizmjenljivog sistema rad unutrasnjih sila jednak je nuli, Z A” =0, pa je zakon
i=1

E,—Ew= Z As
i=1

tj. prirastaj kineticke energije neizmjenljivog materijalnog sistema na nekom njegovom pomjeranju jednak
je zbiru radova svih spoljasnjih sila koje dejstvuju na neizmjenljivi sistem na tom pomjeranju.

Zakon o promjeni kineticke energije mozZe se napisati i u diferenicijalnom obliku:
1 =5 = =y g
d [Zamiva:ZFf -df + ) R -dF
dE, =Y dA*+> dA' zaizmjenljivi sistem

dE, =Y dA°  za neizmjenljivi sistem

Diferencijal kineticke energije materijalnog sistema jednak je zbiru elementarnih radova svih spoljasnjih sila
i unutrasnjih sila_koje dejstvuju na sistem.

Zakon o odrzanju mehanicke energije

Ako sve sile koje vrse rad pri kretanju tijela predstavljaju konzervativne sile, onda se njihov elementarni rad
mozZe izraziti kao totalni diferencijal funkcije sile U(x,y,z), odnosno pomocu potencijalne energije E,:

dA=dU =-dE

p
Iz zakona o promjeni kineticke energije imamo:

dE, =dA=—dE odakle je d(E +E,)=0 = E +E,=E=const

p

Pri_kretanju materijalnog sistema pod dejstvom konzervativnih (potencijalnih) sila, zbir kineticke i
potencijalne energije (mehanicka energija) sistema ostaje nepromjenjen za sve vrste kretanja.
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GENERALISANE (UOPSTENE) KOORDINATE.
BROJ STEPENI SLOBODE MATERIJALNOG SISTEMA

Broj stepeni slobode kretanja materijalnog sistema jeste broj nezavisno promijenljivih koordinata koje
potpuno odreduju poloZaj svih tacaka tog sistema u prostoru, tj. koje odreduju polozaj sistema.

Ako posmatramo sistem od ,,n“ materijalnih tacaka, onda taj sistem ima 3n Dekartovih koordinata
(X1, Y1, 21, X2, Y2, Z2, ..., Xn, ¥Yn, Zn) jer svakoj tacki odgovaraju po tri koordinate. Neka je broj holonomnih veza
izmedu koordinate tacaka jednak ,r“ i neka su jednacine veze zapisane u obliku, tako da indeks ,p“
oznacava redni broj veze

fp(xl’yl’zllxz! YorZyrea Xy yn,Zn)ZO,(pzl,Z,...,I’).

Ako je broj veza jednak ukupnom broju koordinata, tj. r=3n, to znaci da se sistem nece kretati i prethodnim
jednacinama su odredene sve 3n koordinate materijalnog sistema. Da bi se sistem mogao kretati potrebno
je da broj veza ,,r“ bude maniji od 3n (broj koordinata). U sluc¢aju kada je r<3n nisu sve koordinate tacaka
sistema nezavisne medu sobom, jer se na osnovu ,r“ jednacina veza moze ,r“ koordinata izraziti pomocu
ostalih (3n-r) koordinata.

Stoga se (3n-r) koordinata sistema mogu se razmatrati kao nezavisno promjenljive, koje mogu uzimati
proizvoljne vrijednosti i koje potpuno odreduju polozZaj sistema, a ostalih ,r“ koordinata odreduje se preko
jednacina veze kao funkcija tih nezavisnih koordinata.

Broj nezavisnih koordinata materijalnog sistema jednak je broju stepeni slobode sistema i odreduje se
s=3n-r, gdje ,n“ broj tacaka sistema a ,r“ je broj holonomnih veza.

Nezavisni parametri ¢iji je broj jednak broju stepeni slobode materijalnog sistema S =3n—r i pomodu kojih
se moze u svakom trenutku jednoznacno odrediti poloZzaj sistema, nazivaju se generalisane koordinate
sistema.

Pri opisivanju poloZaja taCaka materijalnog sistema nije neophodno koristiti iskljuivo Dekartove
koordinate, nego je Cesto zgodnije uoditi skup od ,,s“ nezavisno promjenljivih generalisanih koordinata, koje
mogu imati karakter pravolinijskih koordinata, rastojanja ili uglova, preko kojih je potpuno odreden polozZaj
svake tacke sistema. Preko generalisanih koordinata q,, q5,.., gs (s-broj stepeni slobode sistema) mogu se
izraziti i Dekartove koordinate svake tacke sistema

F=F(0,0,0,), (i=12,..n).

Na osnovu definicije generalisanih koordinata kretanje materijalnog sistema bi¢e potpuno odredeno ako su
generalisane koordinate g, poznate funkcije vremena

0 =0 (t), a, =0, (t),.... g, =0 (t).
VIRTUALNO (MOGUCNO) POMIJERANIJE MATERIJALNOG SISTEMA

Virtualno ili_ moguéno pomjeranje materijalnog sistema naziva se svako zamisSljeno beskonaéno malo
pomjeranje tacdaka sistema koje u datom trenutku dopustaju veze kojima je sistem podvrgnut.

Drugim rije¢ima, virtualno pomjeranje je svako zamisljeno beskonac¢no malo pomjeranje tacaka sistema
koje bi te tacke mogle da izvrse u datom trenutku iz datog poloZaja ne narusavajuci veze.

Virtualno ili moguéno pomjeranje jeste geometrijski pojam jer to pomjeranje ne zavisi od dejstva sile na
sistem, vec zavisi samo od karaktera veza kojima je sistem podvrgnut.
Posmatrajmo materijalnu ta¢ku M koja se krece po nepokretnoj povrsini &ija jednacina f (X, Y, Z) =0

predstavlja jednacinu holonomne stacionarne veze zadrzavajuce veze. Tacka ima dva stepena slobode, jer
su od tri koordinate tacke dvije nezavisne, a tre¢a se odreduje pomocu jednacine veze. Zamislimo da je
vrijeme t prestalo da se mijenja i razmotrimo u kojim se sve pravcima tacka moZe pomjerati po povrsini.

34



Vektor OF beskonaéno malog pomjeranja tacke M pri kome ona ne napusta datu povr$ jeste vektor
virtualnog pomjeranja i on je usmjeren po tangenti na povrs u tacki M u bilo kom pravcu.

Stvarno pomjeranje tacke M po povrsi zavisi kako od sila koje dejstvuju na tacku i karaktera veze tako i od
pocetnih uslova kretanja i ono je funkcija vremena.

U sluéaju stacionarnih veza (veze koje ne zavise od vremena) pravac vektora stvarnog pomjeranja dr
poklapa se sa pravcem jednog od vektora virtualnog pomjeranja, dok u sluc¢aju nestacionarnih veza stvarno
pomjeranje dr tacke se uopste ne poklapa ni sa jednim od moguénih pomjeranje tacke M.

2 et ” oS
_ M e ! P : >
i P . y VAT -
/ ¢ -7 o
: {__, e //? ;-____\{r,-:.’_‘,/‘“/
A s - . S
| ~// / f'ﬂfvé‘f\y(:}.?‘ Z
_ / i
g T 1 rRey s b4
/. |/JJ ————— -
rd
4
/' r

Pri stvarnom pomjeranju tatke M vektor pomjeranja df je diferencijal funkcije poloZaja I = f(t) ,
dF = dxi +dy]+dzk
Vektor virtualnom pomjeranja ta¢ke M po svom smislu je varijacija funkcije T = F(t) pri ¢emu se promjena
funkcije odreduje pri konstantnoj vrijednosti argumenta vremena t, pa je
ST =0Xi +8y]+0zK
gdje su 0X,0Y,01Z varijacije koordinata X, Y,z tacke M.

Prve varijacije formalno se odreduju na isti nacin kao i diferencijali dx, dy, dz funkcije, pri ¢emu se vrijeme
smatra konstantnim.

Ako se poloZaj tacaka sistema izrazi neposredno preko generalisanih koordinata, tada je kretanje sistema
podvrgnutog stacionarnim vezama odredeno sa konacnim jednacinama kretanja g, = Q, (t),(k =12,.., S).

Elementarna pomjeranja u intervalu vremena dt data su preko odgovarajucih prirastaja generalisanih
koordinata

ar=> Pdg,, (i=12..N)
k=1 k

a virtualna pomjeranja prikazujemo u obliku

st => Mg, (i=12..N).
k=1

O«

RAD SILA NA VIRTUALNIM POMJERANIJIMA

Rad sile Ifi,koja predstavlja rezultantu svih sila koje dejstvuju na proizvoljnu tacku M; sistema, na

virtualnom pomjeranju OT, te tacke izraCunavamo analogno elementarnom radu te sile na stvranom
pomjeranju tacke, tj.

SA =F. -5t =FJs, cosl] (If,ﬁ,)
gdje je intenzitet vektora virtualnog pomjeranja |5ﬁ| tacke M jednak luku J§; trajektorije koju moZe da

opise tacka M; pri svom virtualnom pomjeranju, tj. |§Fi|:5si .
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Rad sila na virtualnim pomjeranjima sistema naziva se virtualni ili mogucni rad.

Za sve tacke razmatranog sistema mogu se napisati jednacine za rad sile, pa sabiranjem tih jednacina za cio
materijalni sistem dobijamo

§A=Zn:5A=§n: Z 55, cosI( F, 5T ) Zn:(xiéxi +Y,8Y; +2,67, ).
i=1 i=1 i=1

i=1
GENERALISANE SILE

Rad sila na virtualnim pomjeranjima mogude je izraziti preko generalisanih koordinata sistema.

Ako varijaciju OT, vektora poloZaja tacke izrazimo pomocu varijacija 60,;,00,,..,00, generalisanih

koordinata
>\ Of or, or, I
or =) —00, =—-90¢, +—90, +...+—-9q, 12,..,N
kzllaqk ‘o og, : ( )
onda je virtualni rad
SA=Y A=Y F-or=) F %qk,
i1 i1 i1 k=1 0Q,
ili, mijenjajudi redosljed sabiranja,
SA=Y5q, j-i
k=1 i=1 qk
MoZemo uvesti oznaku
kazlf|_r‘I (k:1,2, )S)
i1 O

Tako da se izraz za virtualni rad moZze zapisati kao
S
SA=)"Q,-69, =Q50, +Q,59, +..+ Q.50
k=1

Mnotzitelji Q,,Q,,..,Q,_uz varijacije generalisanih koordinata 00,,50,,..,00,_u_izrazu za virtualni rad

S

aktivnih sila koje dejstvuju na sistem, nazivaju se generalisane sile sistema.

Broj generalisanih sila sistema jednak je broju generalisanih koordinata, odnosno broju stepeni slobode
sistema.

Dimenzija generalisane sile zavisi od dimenzije odgovarajuce generalisane koordinate i odreduje se sa

_[A] _[rad]
== T

sila ima dimenziju obi¢ne sile (N), ali ako je za generalisanu koordinatu usvojen ugao onda generalisana sila
ima dimenziju momenta sile (Nm).

Sto znaci da ako generalisana koordinata ima dimenziju duZine (m) onda generalisana

Ako na sistem dejstvuju konzervativne sile, potencijalna energija sistema je E,= -U , gdje je U funkcija sile,
onda se generalisane sile mogu odrediti kao

oE
Qk =——F (k :1,2,..,8),
aq,
tj. generalisana sila sistema jednaka je parcijalnom izvodu potencijalne energije sistema po odgovarajucoj
generalisanoj koordinati uzetim sa negativhim predznakom.
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OSNOVNE JEDNACINE DINAMIKE MATERIJALNOG SISTEMA

e lagranzZeve jednacine prve vrste

e Opsta jednacdina statike (Lagranzev princip virtualnih pomjeranja)
e Opsta jednacina dinamike (Lagranz-Dalamberov princip)

e lagranzZeve jednacine druge vrste

OPSTA JEDNACINA STATIKE (LAGRANZEV PRINCIP VIRTUALNIH POMJERANJA)

Lagranzev princip virtualnih pomjeranja (opsta jednacina statike) izrazava potrebne i dovoljne uslove za
ravnotezu svakog materijalnog sistema: Za ravnotezu sila u svakoj tacki materijalnih sistema podvrgnutih
idealnim holonomnim stacionarnim zadrZavaju¢im vezama potrebno je i dovolino da zbir radova svih
aktivnih sila koje dejstvuju na sistem na svakom virtualnom pomjeranju sistema bude jednak nuli pod
pretpostavkom da su pocetne brzine svih tacaka sistema jednake nuli. Matematicki izraz ovog principa je

5A=§n:|fia-5ri=o.
i=1

Lagranzev princip virtualnih pomjeranja moze se iskazati i pomocu generalisanih sila sistema:

GA=D F 07 =) Q30 =0

Kako su sve varijacije generalisanih koordinata 5q1,5q2,..,5q nezavisne medu sobom, jednacina ce biti

S

zadovoljena samo ako su svi koeficijenti Q,,Q,, .., Q, uz nezavisne varijacije jednaki nuli, j.

Q=00,=0,.,Q,=0

Za_ravnoteZzu materijalnog sistema sa zadrZavaju¢im idealnim, stacionarnim i holonomnim vezama,
potrebno je i dovolino da generalisane sile koje odgovaraju izabranim generalisanim koordinatama sistema
budu jednake nuli, pod pretpostavkom da su pocetne brzine svih tacaka sistema jednake nuli.

Ako na sistem dejstvuju konzervativne sile, onda se LagranZev princip virtualnih pomjeranja moze se
iskazati sa

8Ep 6Ep 8Ep

—=0,—=0,...,—=0

g, aq, aq,
Da bi sistem bio u stabilnoj ili labilnoj ravnoteZi potencijalna energija sistema mora imati ekstremne
vrijednosti, minimum ili maksimum, pa slijedi: Ako u datom poloZaju konzervativhog sistema potencijalna
energija sistema ima ekstremnu vrijednost onda je taj poloZzaj ravnoteze sistema stabilan ili labilan. Ako se
zahtijeva da poloZaj ravnoteZe sistema bude stabilan poloZaj, onda potencijalna energija sistema u tom
poloZaju mora imati minimum.

OPSTA JEDNACINA DINAMIKE (LAGRANZ-DALAMBEROV PRINCIP)

Ako posmatramo sistem materijalnih tacaka I:’l P,,..,P, koji je podvrgnut uticaju samo idealnih veza,

moZemo napisati jednacine kretanja za materijalne tacke sistema, kao za skup slobodnih tac¢aka koje smo
oslobodili veza a dejstvo veza zamijenili odgovarajucim silama:

— A'a = -
ma =F"+R (I =1,2,..,n).
Svaku od ovih jednacina pomnoZimo sa odgovaraju¢im vektorom virtualnih pomjeranja i zatim saberemo
sve tako dobijene jednacine:
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n
Po pretpostavci su veze sistema idealne, pa je ZRi -0r =0 (rad reakcija idealnih veza na virtualnom
i=1
pomjeranju jednak je nuli), a onda je gornja jednacina moze napisati kao
n n n n
> ma -0t => F*-6F,  odnosno > (-m [+> F*or=0
i=1 i=1

i=1 i=1
Velicine (—miﬁi = Fi'”) koje imaju dimenziju sila nazivaju se inercijalne sile, a odnose se na svaku

materijalnu tacku ponaosob. Uvodedi termin inercijalne sile, gornja jednacina iskazuje Lagranz-Dalamberov
princip (opsStu jednacinu dinamike):  Pri_proizvolino kretanju materijalnog sistema sa idealnim
zadrZavajuéim vezama u svakom trenutku vremena zbir radova svih aktivnih sila i svih uslovno pridodatih
sila_inercije na svakom virtualnom pomjeranju sistema jednak je nuli.

i(ﬁia+ﬁi‘”)-5ﬁ=0.

i=1

Lagranz-Dalamberov princip (opsta jednacinu dinamike) omogucuje da se napiSu diferencijalne jednacine
kretanja bilo kog materijalnog sistema. Na taj nacin iz ovog principa slijede i svi opsti zakoni kretanja
materijalnog sistema.

LAGRANZEVE JEDNACINE DRUGE VRSTE

Ako se sistem koji ima viSe stepeni slobode sastoji iz sistema krutih tijela koja se ne krecu
translatorno, primjena Lagranz-Dalamberovog principa usloZnjava problem formiranja diferencijalnih
jednacina kretanja sistema, zbog toga Sto je, osim izraCunavanja virtualnih radova aktivnih sila, glavnih
vektora i glavnih momenata sila inercije razmatranog sistema, potrebno iz formiranih jednacina eliminisati
zavisne koordinate i njihove varijacije.

Zbog toga je u takvim sloZenim slucajevima pogodnije formirati diferencijalne jednacine kretanja
sistema u odnosu na generalisane koordinate, Sto se postiZe LagranZevim jednacdinama druge vrste.

lzvodenje LagranZevih jednacina druge vrste proistiCe iz Lagranz-Dalamberovog principa, gdje se

vektori virtualnih pomjeranja iskazuju u funkciji generalisanih koordinata
S

za 5ﬁz2%‘5qk, (i=12,.,n)

k=1 OUy
. L= av, S, Or
iz Y (F*-md)-or=0 = Z(Fa—m EJ'Z_IM =0
i=1
Ovu jednacinu pomnozimo sa (-1) i promijenimo red sabiranja,
S dv of =, OF
DI m ==Y R —L|5q, =0.
a7 dt og, I a9,
Drugi zbir u zagradi ove jednacine je generalisana sila sistema, tako da jednacina postaje
(- dv. o
S(Emd2i-o Joa -0
k=1 \_i=1 dt o

Prvi ¢lan pod znakom sume u zagradi prethodne jednacine napisacemo kao
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'dt og, dt
Razmotrimo parcijalne izvode koji figuriSu u jednacini:
Brzina proizvoljne tacke sistema podvrgnutog nestacionarnim vezama je
V- dr; ar dq1 or, dq2 ar dqs Z
TS aql dt aq2 dt aq t aqk
a brzina proizvoljne tacke sistema podvrgnutog stacionarnim vezama je

O _onde, ondy, | ondo, < on

dv, or d _or, _d or
A Vi | MY
0q, dt oq,

f
—-, gdje je q, generalisana brzina,

V=—1= . dy
dt ogq, dt oq, dt oq, dt 1= oq,

Odavde je parcijalni izvod brzine po bilo kojoj generalisanoj koordinati jednak ﬂ zg—ri.
oG, Oa,
U slucaju stacionarnih veza je
dor o, 0+ ot 0+ ot g
dtog, og0q © ogeq, © T agaq,
a s druge strane je
8\7i_82ﬁq+62ﬁq+ azrq
o, ageq, U ageg, ¢ dgeg,
pa se moze uspostaviti jednakost
don_ o
dt og,  og,
Sada je
dv, or _df _ 0F o dor df__ oV GA
m—-——=—|my,-—— |-mV,-———=—ImV,-—— [-my, -
dt og, dt oq, dt oq, dt aq, oq,
Posto je

_ oV, 0 [mivi2 j _ oV, 0 (mivi2 J
mv,-—=— v MV = ’
aq, oG\ 2 a  og\ 2

prethodni izraz se mozZe napisati u obliku
n 8% on _df o (my)) o (my
'dt oq, dt|ag | 2 g\ 2 )

S dv, or
E[En G sefan

Vratimo se na jednacinu

k=1 \i=1
koju sad mozemo napisati kao
S(d 0 ¢ 0 ~- MV \(d oE, OE
— - Vi _ 0q, =0 ili — kT Tk 0q, =0.
kz.}(dt M2 a2 Qk] L z(dt 2, ij o

S obzirom da su varijacije generalisanih koordinata 6q,,50,,...,0(;proizvoljne i razli¢ite od nule, to je

prethodna jednacina zadovoljena samo onda kada je izraz u zagradi jednak nuli, tj.

——*-——*=Q,, (k=12.,s).

Ove jednacine su diferencijalne jednacine kretanja materijalnog sistema izrazene preko generalisanih
koordinata i nazivaju se LagranZeve jednacine druge vrste. Integracijom ovih jednacdina uz koris¢enje

pocetnih uslova kretanja odreduju se jednaline kretanja sistema Q, = ql( ) g,=0, (t),...,qS =0, (t)
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Kada je materijalni sistem podvrgnut holonomnim vezama, broj Lagranzevih jednacina druge vrste jednak je
broju generalisanih koordinata sistema, tj. broju stepeni slobode materijalnog sistema.

Prednost Lagranzevih jednacina druge vrste u odnosu na druge metode proucavanja kretanja
materijalnog sistema je u tome Sto broj diferencijalnih jednacina kretanja sistema ne zavisi od broja ¢lanova
sistema, vec iskljucivo od broja stepeni slobode sistema. Takode, sile koje dejstvuju na sistem ukljuc¢ene su
u Lagranzeve jednacine druge vrste preko generalisanih sila u koje ulaze samo aktivne sile, a sve reakcije
idealnih veza su iskljucene.

LagranZeve jednacine druge vrste za konzervativne sisteme

Ako na sistem dejstvuju konzervativne sile, onda je Q, = —a—p, pa LagranZeve jednacine Il vrste glase
k
A B __ % (ko12.5).
dt oq, oq, 0o

Posto je potencijalna energija stacionarnih konzervativnih sistema funkcija samo generalisanih koordinata,

Ep = Ep (ql, Oys.e9 qs), tj. ne zavisi od generalisanih brzina, to se jednacine mogu napisati kao

d o(E-E,) 0(E-E,)

, - =0, (k=12..,s).
dt  aq, oa,
Veli¢ina E, — Ep = L naziva se LagranZeva funkcija ili kineti¢ki potencijal, pa se jedna¢ine mogu napisati
4 Ly (k=12.5).
dt oq, 0q,

Ove jednacine predstavljaju LagranZeve jednacine Il vrste za konzervativne sisteme.
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DINAMIKA KRUTOG TUELA



DINAMIKA KRUTOG THELA

Pod krutim tijelom podrazumijevamo poseban sluc¢aj materijalnog sistema sa kontinuiranim rasporedom
mase kod koga se rastojanja izmedu tacaka sistema ne mijenja pod djelovanjem spoljasnjih i unutrasnjih
sila.
Proucavanje kretanja krutog tijela podrazumijeva uspostavljanje zavisnosti izmedu sila koje dejstvuju na
tijelo i kretanja tijela. Za ovu analizu najcescée se koriste opSti zakoni dinamike materijalnog sistema i to
ZAKON KOLICINE KRETANJA i ZAKON MOMENTA KOLICINE KRETANJA.
Kao Sto je u kinematici kretanje krutog tijela definisano za svaki poseban tip kretanja, tako éemo u ovom
dijelu razmotriti:

1. Dinamiku translatornog kretanja krutog tijela

2. Dinamiku rotacije tijela oko nepokretne ose

3. Dinamiku ravnog kretanja tijela

4. Dinamiku opsteg (prostornog)kretanija tijela

DINAMIKA TRANSLATORNOG KRETANJA TUELA

Pri translatornom kretanju sve tacke tijela krecu se na isti nacin, tako da je dovoljno prouciti kretanje jedne
tacke tijela cija je masa jednaka masi tijela i na koju dejstvuje sila jednaka glavhom vektoru spoljasnjih sila
koje dejstvuju na tijelo. Ukoliko za tu tacku izaberemo teZiste tijela S (centar inercije), moZemo primijeniti
zakon o kretanju centra inercije, tj. tezista krutog tijela:

mr, :Zn“lfI
i=1

Projekcije ove vektorske jednacine na pravce Dekartovih koordinatnih osa su:

mXs = F, my, = Fy mZg = F,

Ove jednacine predstavljaju diferencijalne jednacine translatornog kretanja krutog tijela.

DINAMIKA ROTACUE TIJELA OKO NEPOKRETNE OSE

Kada tijelo rotira oko nepokretne ose svaka tacka tijela opisuje kruznu
putanju. Elementarna masa dm pri rotaciji ima brzinu V=rw, a njen
kineticki moment u odnosu na osu rotacije je

dL, = rvdm = r’wdm

Za tijelo koje rotira oko nepokretne ose a—a, kineticki moment za obrtnu
osu dobijemo integraljenjem (zbrajanjem po svim elementarnim masama)

L, = [dL, = o[ r’dm=J,0,

gdje je J, moment inercije tijela u odnosu na obrtnu osu.

Zakon o promjeni kinetickog momenta tijela je
dL, d
=M., t. —(J.o)=M
dt : dt( )

. » odakle je

J.o=M,
Ova jednacina iskazuje diferencijalniu jednacinu rotacije krutog tijela oko nepokretne ose.
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MoZe se uociti analogija izmedu translatornog kretanja i obrtanja oko nepokretne ose: pri rotaciji tijela
mjera inercije tijela nije masa ve¢ moment inercije; umjesto translatorne brzine imamo ugaonu brzinu
tijela; umjesto sila imamo dejstvo momenta sila u odnosu na osu rotacije.

RAD , ENERGIJA | SNAGA PRI ROTACUI TIJELA

Kineticka energija tijela koje rotira oko nepokretne ose a-a je:

l 2 1 2 l 2 2 l 2
E, —EIV dm _Ej.(ra)) dm =50 J.r dm _EJaa)
Pri rotaciji tijela za mali ugao d¢, rad vr$i moment vanjskih sila M, izracunat za obrtnu osu a-a:
dA=M._d¢
Pri konacnoj rotaciji tijela od poloZaja ¢, do poloZaja ¢, konacni rad momenta sile je
@
A=[M.do.
(4]
Snaga je definisana kao prvi izvod rada po vremenu
dA
P=—=M,0
dt

Integraljenjem zakona kinetickog momenta J,¢ = M, po uglu rotacije ¢, dobije se

[ 4
Jafcbdco =I M.de

Po Po

. d(1. 1,.do ..
Kako je dp = @dt i —(—(pzj = —2g0—¢ = @@, imamo da je vrijednost integrala s lijeve strane jednakosti

dt\ 2 2 dt
t (1 1 1
J |ppdt=d_ [d| =¢° |==3 0> —=J ¢7?
a{[(ﬂ@ a(;[ (zwj 2 a(o 2 aro

tako da se dobije zakon o promjeni kineticke energije tijela u kona¢nom obliku:

@
%Ja(pz —%Ja(j)g = J. M,d¢, odnosno E, —E,, =A.
%o

DINAMIKA RAVNOG KRETANJA KRUTOG THELA

Da bi tijelo vrsilo ravno kretanje potrebno je da budu zadovoljeni sljededéi uslovi:

a) Datijelo posjeduje ravan materijalne simetrije. Iz ovog uslova slijedi da ¢e svaka osa upravna na
ravan materijalne simetrije biti glavna osa inercije za tacku u kojoj osa probija ravan simetrije.

b) Da su sile koje dejstvuju na tijelo takve da se pri redukciji na bilo koju ta¢ku ravni materijalne
simetrije tijela dobija glavni vektor koji lezi u ravni materijalne simetrije i glavni moment upravan na
ravan materijalne simetrije.
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Razmotrimo kruto tijelo Cije tacke se krec¢u u ravni XOY i u ravnima paralelnim ovoj ravni. PoloZaj tijela

definisan je koordinatama referentne tacke A (XA, yA) i uglom rotacije ¢.

A Na infinitezimalnu masu dm dejstvuje vanjska sila dlf, koja ima
vk — —
| komponente dF, i dFy. Ova masa nalazi se na nekom rastojanju r

Sk = !

Py od proizvoljne tacke A, tako da su projekcije tog rastojanja
E=rcospin=rsing

a polozaj infinitezimalne mase u odnosu na Dekartov sistem
odreden je koordinatama:

X=X,+&=X,+rcose

o Y=Yy, +n=Yy,+rsing.

Komponente brzine i ubrzanja mase dm su:
X=X, —rpsing =X, —n¢ y=Ya+rpcosg=y,+35¢
X=X, —rsing—rgp° cosp =X, —gn - J=Va+1Cosp—rg°sing=y,+¢5—¢n
Jednadine kretanja elementarne mase dm u pravcimaosa X i Y su:
%dm = X, dm — gndm — ¢°£dm = dF,
ydm = §,dm+ g&dm — p*ndm = dF,

Integraljenjem jednacina dobiju se komponente vanjske sile F, i Fy , imoment ovih sila u odnosu na A:

F, = [dF, =, [dm— @[ ndm—¢° [ £dm
F, = [dF, =§,[dm+@[ &dm—g? [ dm
M, = [£dF, — [ndF, =y, [ &dm+ [ £2dm—¢? [ Endm—x, [ ndm -+ [ 7°dm +? [ &ndm
Ako tacku A izaberemo tako da pada u centar inercije S (teZiSte tijela) onda su stati¢ki momenti J'fdm i

jndm jednaki nuli, masa tijela je m= Idm, aksijalni moment inercije s obzirom na osu koja prolazi kroz

centar S je Jg = J- r’dm = J.(é‘z +772)dm , tako da prethodne jednacine poprimaju jednostavniji oblik:

mX = F,
my =Fy
Js¢: Ms

Ove jednacine predstavljaju diferencijalne jednacine ravnog kretanja krutog tijela. Ovdje su F, i Fy

komponente glavnog vektora vanjskih sila u pravcima osa X i Y, a Mg je moment vanjskih sila u odnosu
natacku S.
Prve dvije jednacine odreduju kretanje teZista tijela i jednake su jednacinama koje smo imali kod kretanja

centra inercije (translatorno kretanje tijela). Tre¢a jednacina je zakon kinetickog momenta za teZiste tijela
(centar inercije) ili momentna jednacina.

Ponovo se moze naglasiti : Ako se kao referentna tacka uzme teZiste tijela, onda ove jednacine opisuju
opste kretanje krutog tijela u ravni. To znaci da iz ovih jednacina moZemo izvesti jednacine koje odgovaraju
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Na primjer:
a) Ako tijelo miruje, (X'S =0,y,=0,¢= 0) , proizilaze jednadine stati¢ke ravnoteZe.
b) Za poseban sludaj translacije je ((o =0,¢= 0), tako da je M =0, tj. moment spoljasnjih sila u
odnosu na teZiste jednak je nuli. Kretanje teZista je opisano jednac¢inama mX; = F, i my, = I:y
c) Ako tijelo izvodi Cistu rotaciju oko ose koja prolazi kroz tacku A i okomita je na ravan xOy, onda je
tacka A nepokretna (X'A =0,y,= 0), a moment inercije tijela za obrtnu osu je
Ja =I(§2 +772)dm, tako da je jednacina kretanja J,p=M, i jednaka je diferencijalnoj

jednacini rotacije tijela oko nepokretne ose.
ZAKON KOLICINE KRETANJA | MOMENTA KOLICINE KRETANJA. ZAKON KINETICKE ENERGIJE

Ako se integrale jednacine kretanja teZiSta i jednacine rotacije oko tezista unutar vremenskog intervala
At=t-t,, onda moZzemo dobiti jednaline Xg, = X, (to), pa je zakon promjene koli¢ine kretanja i
momenta kolicine kretanja odreden jednacinama:

mxs_mxsozlx' mS’s_mysozly

A

Js(/)_‘]so% = Ms

t t t
gdjeje: I, = J. Fdt, I, = .[ F,dt -impuls sile, Mg = J. Mdt - impuls momenta sile.
) f f

vaZi samo treca jednacina.

MoZemo izracunati i kineticku energiju tijela koje vrsi ravno kretanje. Ako za referentnu tacku usvojimo
teziste tijela, onda su komponente brzine tacke koja odgovara nekoj elementarnoj masi:

X=Xs =19 y=Ys+co,
a kineticka energija tijela je
1 e, 1o . . . i
E, :Ejvzdm :EI(XZ +y*)dm :E{(xg + y§)'|‘dm—2xsgo'[77dm+2ys¢j§dm+gp2j(§2 +772)dm}
Kako su staticki momenti Ifdm i Indm jednaki nuli s obzirom na teZiSte tijela, a integral
Jg = J.(fz +772)dm predstavlja aksijalni moment inercije za osu koja prolazi kroz teZiste, dobijemo:
1 1. .
E, =—mvi+=J.¢°.
2 2
Kod ravnog kretanja krutog tijela kineticka energija sastoji se iz dva ¢lana, kineticke energije translacije
1 1. .
tezista —mv§ i kineticke energije rotacije oko ose koja prolazi kroz teziste —JS(oz.
2 2

Zakon o promejni kineticke energije kod ravnog kretanja krutog tijela je:

M
E—Eo=2A(R)=2] Ifi~dF+ZTMSi-dgo.
M, %o
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DINAMIKA SFERNOG | OPSTEG (PROSTORNOG) KRETANJA KRUTOG TIJELA

ZAKON KOLICINE KRETANJA | ZAKON MOMENTA KOLICINE KRETANJA

Iz kinematike je poznato da se kretanje slobodnog krutog tijela moZe posmatrati kao kretanje sloZzeno iz
translacije tijela zajedno sa tezistem (centrom inercije) i sfernog kretanja oko tezista (centra inercije). Stoga
se opste kretanje krutog tijela opisuje zakonom koli¢ine kretanja (translacija tezista) i zakonom momenta
koli¢ine kretanja (obrtanje tijela oko tezista).

Razmotrimo kruto tijelo mase m, pri ¢emu smatramo da
beskonaéno mnogo infinitezimalnih masa dm sacinjava
tijelo.

Na infinitezimalnu masu dm dejstvuje spoljasnja sila dF .

PoloZaj teZista tijela S u odnosu na nepokretni Dekartov
sistem referencije odreden je vektorom poloZaja I koji

ima koordinate X, Y, Z, tako da je
m@:ij.

Deriviranjem dva puta po vremenu dobije se dvije jednacine:

mﬁzjwm
mﬁzjhm

Desna strana prve jednacine je kolicina kretanja krutog tijela (zbrajanje po svim infinitezimalnim koli¢inama
kretanja dK = vdm = Fdm), tako da je

mﬁzjﬁm:IdK:K.
U drugoj jednacini pod integralom na desnoj strani je spoljasnja sila koja dejstvuje na infinitezimalnu masu,
dF = fdm = adm, tako da je

mizjhmzjdﬁ:ﬁ
Slijedi da deriviranjem po vremenu prve jednacine, tj. kolicine kretanja krutog tijela dobijamo silu koja
dejstvuje na kruto tijelo, tj. drugu jednacinu:

dK

K _g
dt

Ova jednacina iskazuje zakon koli¢ine kretanja tijela: TeZiSte krutog tijela kreée se kao tacka u koju je
koncentrisna masa cijelog tijela kada na nju dejstvuje glavni vektor spoljasnjih sila koje dejstvuju na tijelo.

Zakon momenta koliine kretanja postavicemo spram proizvoljne tacke A tijela.

Ako zakon koli¢ine kretanja za infinitezimalnu masu, adm = dlf, pomnozimo s lijeva vektorom polozaja
tacke P u odnosu na tacku A, pr , i integralimo za citavo tijelo, dobijemo

Jprxﬁdm :JFAdelf

Desna strana jednakosti predstavlja moment spoljasnjih sila u odnosu na tacku A, J.FAP xdF =M A

Lijevu stranu jednakosti mozemo preformulisati ako koristimo identitet
d dr,
Iﬁxa_—{gww)—dtxv

dt
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Brzinu infinitezimalne mase mozemo iskazati sa
_ _ —A .. A = o~ =
V=V,+Vy, gdieje Vo =T, =@0xTy
gdieje Fup =Ty +Tgp i (@xTy )x(@xFp)=0.

Sada je identitet:

oo dn oy V. +(@xF,
APXa:a(rAPXV)_(C‘)XrAP)X[VA+(wxrAP):|:
d N _ - _
_E(VAPXV)—(W AF’)>< AT
d

Moment kolicine kretanja tijela spram tacke A odredimo tako da zbrojimo sve infinitezimalne momente
L, = [dL, =[ T xVdm.

Kako je poloZaj teZista odreden sa J.Fspdm =0, amasatijelaje m= Idm, imamo da je:

. A oy (s Voo (mo= Voo
J‘rAandm:j{a(rAva)—(a)x As)va—(a)erP)va}dm:

—% (FAPxV)dm—(cDxFAS)XVAIdm—(@xIFSPdm)xVA:
dl, ..
= th —(@xFyg )xV,m

dL,

Kako je J.fAP xadm :ijP xdF =M, , imamo: —(@x g )xV,m= M,,

a ova jednacina iskazuje zakon kinetickog momenta krutog tijela u odnosu na pokretnu tacku A. Kako se

. vy v . . v = — A . . SA - = _ —
brzina teZista S moze iskazati u odnosu na tacku A, Vg =V, +V;', imamo da je Vg = wx T,y =Vy —V, , pa

je gornja jednacina :

dl, . = v
d_tA_(VS —V,)xV,m=M,
%ﬁ—%xﬂm+ﬁxﬁm:MA = %$+WXR=MA

—

Ly o o
€+Wx%m:MA

Posljednja jednacina takode iskazuje zakon kinetickog momenta krutog tijela u odnosu na pokretnu tacku
A.

Jednostavniji oblik jednacine dobije se kada se tacka A smjesti u teziste S (F,g =0):

di, -
=S = M,
dt
ili ako je tacka A ujedno nepokretna tacka (V, =0), pa imamo zakon kinetickog momenta u odnosu na
di, -
nepokretni pol: th =M,.
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MOMENT KOLICINE KRETANJA . TENZOR INERCIJE. OJLEROVE DINAMICKE JEDNACINE

Ako brzinu infinitezimalne mase iskazemo u odnosu na tatku A, V=V, +V2 =V, + @xT,,, onda je

moment koli¢ine kretanja tijela:

de _IrAvadm j \7 PAdm JrAPdmxv +I x(@xFyp Jdm.

Ako kao referentnu tacku A izaberemo tezZiste tijela S ili_ neku nepokretnu
tac¢ku, onda nestaje prvi ¢lan s desne strane jednakosti, pa je moment koli¢ine

I;O m‘ \ kretanja:
re M I (@xF,p )dm.

2y AF
E T 4 U tom slucaju vektor kinetickog momenta L, mozZe se eksplicitno odrediti ako
, pokretni koordinatni sistem (sistem vezan za tijelo) postavimo u referentnoj

tacki A i definiSemo vektor polozZaja i vektor ugaone brzine sa:

X o,
T =| Y o =| ,
z (0)

N

Ako ove vrijednosti uvrstimo u jednacinu za kineti¢ki moment I:A, dobije se:

L J, o, +nya)y+JXZa)Z
La=| Ly [=| I +d,0,+J,0,
L,, J, @, +Jzya)y +J,0,
gdje su:
=]l e)d
= J'(Z2 + X - aksijalni momenti inercije tijela
= .[(xz +y?)dm
Jy=dx= —I xydm
JyZ = Jzy = —I yzdm - proizvodi inercije (centrifugalni momenti inercije)
J, = :—'[ zxdm

Aksijalni momenti inercije i centrifugalni momenti inercije formiraju tenzor inercije tijela za tacku A kao
ishodiSte koordinatnog sistema, koji je simetri¢an u u odnosu na dijagonalu:

‘Jx ‘]xy ‘]xz
Ja={J, J, I, |-tenzorinercije
o ‘]zx ‘]zy ‘Jz

Inercijska svojstva krutog tijela u odnosu na tacku A jednoznacno su odredena tenzorom inercije. Ocigledno
je da su aksijalni momenti inercije i centrifugalni momenti inercije tijela zavisni od izbora referentne tacke A

i orjentacije osa X, VY, Z.

Bez dokaza navodimo da za svaku referentnu tacku postoji jedan poseban koordinatni sistem s osama
1,2,3 za koje su centrifugalni_ momenti_inercije jednaki nuli, taj koordinatni sistem naziva se glavni

koordinatni sistem, a njegove ose su glavne ose inercije.
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Aksijalni momenti inercije za glavne ose poprimaju ekstremne vrijednosti i nazivaju se glavni momenti
inercije tijela. Za glavne ose inercije tenzor inercije poprima jednostavan oblik:

J, 0 0
J,=[0 J, ©
o 0 J

z

Homogena simetricna tijela imaju glavne ose inercije u osama simetrije. Na primjer, ose simetrije
paralelopipeda prolaze kroz njegovo teZiste i one su glavne ose inercije. Rotacijski simetricna tijela imaju
jednu glavnu osu inercije u osi simetrije, a svaka osa koja je okomita na osu simetrije (glavnu osu) je ujedno
glavna osa inercije.

U posebnom slucaju tijela koje ima malu debljinu t (npr. tanka ploca), infinitezimalna masa moZze se iskazati
kao dm = ptdA (p je specifiéne gustina materijala). Kako je veli¢ina Z malena u odnosu na X i Yy, moZe se

pri integraciji zanemariti (Z ~ 0). Za takvo tijelo aksijalni moment inercije u odnosu na osu X je

J, = ptf y’dA=ptl,
gdje je 1, moment inercije povrSine u odnosu na osu X.
Za isto tijelo na sli¢an nacin dobijamo i ostale momente inercije:
J, =ptl, J,=pt(3,+3,)=ptl,
\]Xy=,0t|Xy JXZ=JyZ=0
Za ovaj poseban slucaj tijela male debljine ocigledna je direktna zavisnost izmedu momenta inercije tijela i

momenta inercije povrsine. Kako u pokazanom primjeru ravan Xy predstavlja ravan simetrije, to je jedna
glavna osa okomita na tu ravan, a preostale dvije glavne ose leZe u toj ravni. Odredivanje glavnih
momenata inercije objasnjeno je u otpornosti materijala.

Ako je poznat tenzor inercije tijela i vektor ugaone brzine rotacije, moguce je matri¢no odrediti kineticki
moment tijela tako da matricu tenzora inercije pomnoZimo sa vektorom ugaone brzine:

Li=d,o
a)X
a)y
0| | e,
X Xy Xz ‘]xa)x + ‘nya)y + ‘]xza)z LAx
3, 3, I, 9,0+3,0,+3,0 |=|L,
X ‘Jzy ‘Jz ‘sza)x + ‘]zya)y + ‘]za)z LAZ

Ova jednacina predstavlja prostorno uopstenje kinetickog momenta kako je ranije definisan. Kineticki
moment je linearna vektorska funkcija ugaone brzine. Vektor kinetickog momenta I:A i vektor ugaone

brzine @ u op$tem sludaju nemaju iste pravce.
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Ako se vektor kinetickog momenta pri opstem kretanju tijela uvrsti u zakon kinetickog momenta, mora se

voditi racuna da je zakon kinetickog momenta iskazan u odnosu na nepokretni sistem referencije, tj.

kineticki moment se derivira spram nepokretnog koordinatnog sistema, dok je kineticki moment izracunat

za koordinatni sistem koji je vezan za tijelo i krece se sa tijelom. Izvod kinetickog momenta po vremenu biée

di, drL, . -

—A =A% L,

dt dt

o d L, .

gdje je —— relativni izvod po vremenu, tj. derivacija izraunata za pokretni koordinatni sistem

(objasnjeno u kinematici sloZzenog kretanja tacke). Ovdje je @ ugaona brzina kojom tijelo rotira oko pola A

(sferno kretanje tijela oko pola A), odnosno ugaona brzina kojom koordinatni sistem vezan za tijelo rotira
oko A.

Zakon o promjeni kinetickog momenta pri opstem kretanju tijela napisan u matri¢noj formi je:

Oby _Obs | Gul, =N,

dt dt

dr(‘JAQ)

S rox(3,0)=M,
g vo (o),

Kao referentna tacka A moZe se izabrati ili teziste tijela ili neka prostorna nepokretna tacka.

Ako pretpostavimo da su poznate glavne ose 1, 2,3 inercije tijela, onda je tenzor inercije dijagonalan, a
zakon kinetickog momenta napisan preko projekcija (komponenata) u pravcima tih osa je:

do

Jld—tl—(JZ —Js)a)za)s = Ml
do

\]2 d_tz_(JS —\]1)0)30)1 = MZ
do

‘JSd_ts_(‘]l_‘JZ)wla)Z = M3

U gornjim jednac¢inama su M ,M,,M; projekcije momenta spoljasnjih sila na glavne ose inercije.

Jednacdine su poznate su kao Ojlerove dinamicke jednacine. Ove tri spregnute jednacine su nelinearne
diferencijalne jednacine i predstavljaju diferencijalne jednacine sfernog kretanja tijela (zakona kinetickog
momenta tijela pri rotaciji oko pola A) u odnosu na koordinatni sistem koji je vezan za tijelo i Cije ose se
poklapaju sa glavnim osama inercije tijela.

Rjesavanje Ojlerovih dinamickih jednacina matematicki moZze biti vrlo komplikovano ako ose koordinatnog
sistema vezane za tijelo nisu unaprijed poznate (npr. kod kretanja Ziroskopa). Jednostavniji primjer za
analizu je kretanje tocka mlina za mljevenje uglja koji se okrece konstantnom ugaonom brzinom oko
vertikalne ose.

50



Primjer: U ovom slucaju je lako odrediti glavne ose inercije valjka za drobljenje uglja. Ose 1,2,3 su glavne
ose inercije valjka, a kako je tijelo rotacijski simetri¢no tijelo imamo da je J, =J,. Valjak kotrlja po
horizontalnoj podlozi bez proklizavanja, @, je ugaona brzina sopstvene rotacije, a @, je ugaona brzina

precesionog kretanja valjka. Ako sa «a oznacimo ugao sopstvene rotacije onda je @, = . Iz poznate
brzine tacke koja predstavlja centar valjka moZemo napisati

. R .
or=0,R = w=0=—wv, @ =0
r
®, =@, C0Sa, @, =—-w,SINcx
0, =—o,aSiNa = w,w,, @, =-w,0Co0Sa =—-n,0,

Ako uvrstimo Ojlerove jednacine dobijemo

M, =0

R .
M, =(J,-J;+J,) oo, =—J,0, —sina
r
» R
M, =(-J;-J,+J,) 00, =-J,0, —Cosa
r
R
Ovo znadi da na valjak dejstvuje moment velicine M =,/M}+MZ =J @} —. Ovaj moment ima
r

M
horizontalni pravac i okomit je na osu valjka. Posljedica djelovanja ovog momenta jeste sila E' tako da se

sila N izmedu valjka i podloge (reakcija veze) sastoji se iz tezine valjka Gi dijela koji poti¢e od rotacije

M
valjka i koji iznosi E’ tako da je

2
N=G+M _g 2%
R r

MoZe se zakljuciti da se sila kojom valjak drobi ugalj moZe znatno povecati ako se poveca ugaona brzina @,

REAKCIJE U LEZAJEVIMA KOD KRETANJA TIJELA U RAVNI

Zadrzimo se kod zakona kinetickog momenta pri opstem kretanju tijela napisanog u matri¢noj formi , koji
vazi za slucaj opSteg kretanja krutog tijela ili pri obrtanju tijela oko nepokretne tacke:

do
1, +QX(JA -Q)zm

Ako se ograni¢imo na kretanje tijela u ravni Xy, onda je vektor ugaone brzine usmjeren samo po pravcu

ose Z, @ = w§,, tako da je:

do ..
Pri ovom uslovu iza — = & = @, zakon kinetickog momenta projektovan na ose X, Y, Z bice

szg—\]yza)2 =M,
J,e+3,0"°=M

J,e=M,

y
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Prve dvije jednacine ukazuju da momenti M, i My, okomiti na osu Z, moraju djelovati ako su

centrifugalni momenti inercije 1, i Jyz razliciti od nule. Ovi momenti predstavljaju momente spoljnih sila
koje dejstvuju na tijelo. Prema zakonu akcije i reakcije, tijelo momentima iste veli¢ine samo suprotnog
smjera dejstvuje na lezajeve.

Primjena ovih jednacina vazna je kod obrtanja krutog tijela oko nepokretne ose. Momenti koji dejstvuju u
leZzajevima tehnickih sistema (rotor, tocak) su posljedica djelovanja sila inercije i najéesée su nepozeljni.
Ukoliko postoje ovi reaktivni momenti koji opterecuju leZajeve, kazemo da tijelo nije dinamicki
uravnoteZeno (balansirano).

Moment spoljasnjih sila okomit na osu rotacije bice jednak nuli samo ako su centrifugalni momenti inercije
za obrtnu osu jednaki nuli, tj. I, = JyZ =0. Ovaj uslov je ispunjen kada je osa rotacije jedna od glavnih osa
inercije tijela. Za tijelo kazemo da je staticki uravnotezeno kada teziste tijela leZi na osi rotacije.

Da bi tijelo bilo dinamicki uravnotezeno moraju biti zadovoljeni uslovi da:

a) teiZiste tijela leZi na obrtnoj osi
b) obrtna osa je glavna osa inercije

Ako teziste tijela leZi na glavnoj osi, onda tu osu nazivamo glavna centralna osa inercije. Prema tome, uslov
dinamicke uravnoteZenosti tijela koje rotira oko nepokretne ose moZe se iskazati na sledeéi nacin:
Dinamicke reakcije u leZistima tijela bi¢e jednake nuli pod uslovom da je obrtna osa ujedno glavna centralna
osa inercije tijela.

Dinamicko uravnoteZavanje tijela koje se obrée oko nepokretne ose ima veliki znacaj u tehnici, jer se pri
maloj neuravnoteZenosti dijelova masina koji se obréu velikim ugaonim brzinama stvaraju dinamicki pritisci
velikih intenziteta, Sto moZe dovesti do trajnih deformacija lezZista a i samog dijela masSine. Zbog toga se
nastoji da dijelovi masina koji rotiraju oko nepokretnih osa imaju simetrican oblik u odnosu na osu rotacije.
Medutim, ukoliko to nije konstruktivno izvodljivo, to se u opstem slucaju otklanjanje dinamicke
neuravnoteZenosti mozZe posti¢i dodavanjem ili odstranjivanjem dvije koncentrisane mase u proizvoljno
izabranim ravnima koje su okomite na obrtnu osu

Primjer 1.: Tanka homogena trougaona ploca ulezZistena je leZzajevima A i B. Poznat je pogonski moment
M, pod c¢ijim djelovanjem ploca rotira. Napisati jednacine kretanja i odrediti reakcije u lezajevima A i B.

Za opisivanje kretanja dovoljno je primijeniti zakon kinetickog momenta pri rotaciji tijela oko ose. Za
odredivanje reakcija u lezajevima potrebno je napisati zakon kinetickog momenta za ose okomite na osu
rotacije i zakon koli¢ine kretanja za teZiSte ploce.

Kada oslobodimo plo¢u veza, umjesto veza (leZajeva) dodajemo reakcije veza. Koordinatni sistem Xyz ima

ishodiSte u leZaju A i taj koordinatni sistem rotira zajedno sa plo¢om. TeZiste plode S pri rotaciji ploce
opisuje kruZnu putanju, a ubrzanje tezZista ima centripetalnu (normalnu) i tangencijalnu komponentu.

C
Centripetalno (normalno) ubrzanje tezista je aSX:—XSa)Zz—ga)Z, a tangencijalno ubrzanje je

c .. L v .
a5, =X & =€ Zakon kolicine kretanja primjenjen za teziste ploce je:
3
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mcw?
mag, = > F, = A +B, . 3 =A +B,

maSy:szsz+By &:AY.FB
3 y
Za primjenu zakona kinetickog momenta, potrebni su nam masa i momenti inercije ploce.

dm = ptdA=ptebdy = m= [ ptdA=pt %cb
A

2 2 ; %Z 2 m02
JZ:th.x dA:ptjij dxdyzpt!; _([xdx z:T

c
—Z

A mch
J, = —th. xzdA = —ptﬂ Xzdxdz = —ptI J. xdx pdz = e
A 0|0
J,=0
Sad primijenimo zakon kinetickog momenta :

, —m—Cbg:—b B,
Jpe—3,0° =M, J,e=M, 4
Jpe+d,0' =M, = J 0 =M, = —m—Cba)zzb-BX

4
J,e=M, J,e=M, mc2
e=M,
6

Ako je u pocetnom trenutku @, = a)(to) =0, onda se iz posljednje jednacine (to je diferencijalna jednacina

obrtanja ploce oko nepokretne ose) integraljenjem dobije ugaona brzina @ = a)(t) :

mc? da)_GMO - a)ZGMOt[Sfl].

e=M, => g=—=
° dt  mc? c?
Reakcije u lezajevima dobije se iz sistema jednacina:
2 2
mcw mchb @°mc M
- ~A+B, -———&=-b-B = A =0
3 A X 4 Y N A 12 Ay 2C
mcb 2
mca:AerB _ ©’=b-B, B:—me,B _3M,
3 ’ 4 * 4 'V 2

Primjer 2: Tocak koji rotira oko ose Z ima neuravnoteZzenu masu M, na radijusu I,. Kolike mase treba

dodati na mjestima 1 i 2 da bi uravnotefili tocak.
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Tocak ce biti uravnotezen ako teZiSte sistema lezi na obrtnoj osi i ako su centrifugalni momenti inercije
jednaki nuli.

Prvi uslov, teZiste sistema na obrtnoj osi, znaci da je :
m,l, +m,r, =mp,.
Drugi uslov, centrifugalni moment sistema jednak nuli, znaci da je:
J,, =—Myre, +mre +m,re, =0.

RjeSavanjem ovog sistema jednacina dobijemo kolike mase m, i m,trebamo dodati na definisana mjesta
da bi sistem bio dinamicki uravnotezen:

(e, +e,) ro(eo—el).

rl(el+e2)’

m, =m,
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POSEBNA POGLAVLIA DINAMIKE

- Teorija udara
- Oscilacije materijalne tacke
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UDAR (SUDAR)

Udar predstavlja kretanje materijalne tacke (sistema materijalnih tacaka) koje se desava pod dejstvom
udarnih sila, pri ¢emu je interval vremena u kojem dejstvuju sile beskona¢no mali. Pod dejstvom udarnih
sila nastupaju konacne promjene brzine materijalne tacke, dok je promjena poloZaja tacke zanemarljiva.

Udarne sile, Fu , su trenutne sile velikog intenziteta koje dejstvuju unutar beskona¢no malog intervala
vremena. Njihov intenzitet se tokom udara mijenja od nule do veoma velike vrijednosti i ponovo pada do
nule. Zbog toga se u teoriji udara kao mjera mehanickog uzajamnog dejstva tijela koja se sudaraju uzima

tS
udarni impuls ili impuls udarne sile, v = j Fudt , gdje je T, vrijeme udara.
0

Impuls obi¢ne sile F za beskonacno mali interval udara t, je mala veli¢ina reda t,, tako da se moiZe
zanemariti u odnosu na udarni impuls.

Osnovni zakon u teoriji udara koji opisuje kretanja tacke je zakon o promjeni koli¢ine kretanja tacke

mv —mvy, =",

KOSI UDAR KUGLE U NEPOKRETNU PREGRADU

, y Fhogt eir V. \

L 2N '@ \
1~/ a I \
7

F B
Wl ). _@,07 - : ///.,\ i\
& & T

=

t

beperl hi o]

Posmatrajmo materijalnu tacku (kuglu) koja udara pod nekim uglom u nepokretnu pregradu. Intenzitet
brzine tacke prije udara je V a nakon udara intenzitet brzine je V . Za usvojeni koordinatni sistem, moZzemo
projektovati jednacinu zakona koli¢ine kretanja na pravce koordinatnih osa i dobiti dvije skalarne jednacine:

X) > mv,—mv, ="

T my,—my, =1
Sa slike se vidi da su projekcije
V,=-Vcosa, V, =vsina
V,=Vcosa, V, =Vsina
Pretpostavimo da je zid gladak, tako da na tacku dejstvuje sila samo u pravcu normale, tj. u pravcu X ose,
dok je I;,’d =0, tako da je \7y =V,.Ovo znadi da se komponenta brzine tac¢ke u pravcu Y ose ne mijenja za

ovaj tip udara.
Da bi odredili promjenu brzine u pravcu X ose, rastavimo udar u dva vremenska intervala:

- Kompresijski period u kojem nastaje deformacija tijela,

- Restitucijiski period u kojem se tijelo potpuno ili djelimi¢no vraéa u prvobitni oblik.
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Sila koja dejstvuje na tijelo tokom udaru mijenja svoj intenzitet i to tako da u kompresijskom periodu raste

od nule do maksimalne vrijednosti F a u restitucijskom periodu ova sila opada do nule. Ako

max ’

primijenimo zakon koli¢ine kretanja za ova dva vremenska perioda, imamo:

- Kompresijski period: m-0—-mv, =1,

- Restitucijski period: mv, —-m-0= 1,
Ove jednatine sadrZe nepoznatu brzinu tactke nakon udara u pravcu X ose, V,, i nepoznate impulse
kompresijskog i restitucijskog perioda, I, i |,. Da bi odredili ove tri nepoznate veli¢ine, potrebno je
pridodati jos jednu jednacinu, Sto ¢emo uciniti primjenom hipoteze o deformisanju u periodu restitucije.

Razmotrimo tri razlicita slucaja:

A) Idealno elasti¢ni udar: u ovom slucaju uzimamo da su deformacije i sile u periodu kompresije i
restitucije potpuno jednake.

Tada tijelo nakon udara poprima isti oblik kao prije udara (tj. poprima prvobitni oblik), a impulsi su
jednaki, 1, =1, paje

mv,=—mv, = V,=-v,, tj V=V,a=a.

X X X’
Kod idealno-elasti¢nog udara kugle o nepokretnu pregradu brzine prije i nakon udara su jednake,

a upadni ugao jednak odbojnom uglu (isto vrijedi u optici pod pojmom zakona refleksije).

YA / A9 y
N\ -
g - /
G | 5
g b o~ ] F T
- o7 Y N = —
~\Na=a / \ 2
Q—M s -
*-/\(I o : f' I o 1
/ L “’\ = !
™ ‘ . ™ o
J T * ) )

a e | b O<exl c ( 0

Slika: a) idealno elasti¢an udar, b) idealno plasti¢an udar, c) djelimi¢no elasti¢an udar

B) Idealno plasti¢ni udar: u ovom slucaju ukupna deformacija koju tijelo doZivi u kompresijskom
periodu ostaje u potpunosti.

Impuls u restitucijskom periodu jednak je nuli, 1, =0, pa je
_ _
vV, =Vcosa=0 = az?

Ovo znaci da tacka klize po glatkom zidu sa brzinom V = \7y =V, = vsina .

C) Djelimicno elasti¢ni udar: realno tijelo nakon udara samo djelimi¢no poprimi prvobitni oblik, Sto se
izrazava na nacin da je impuls u periodu restitucije odreden koeficiientom udara (restitucije),
I, =e-1..
Koeficijent (faktor) udara, €, ima grani¢nu vrijednost € =1kod idealno elasti¢cnog udara, odnosno
e = 0 kod idealno plasti¢nog udara.
U slucaju djelimi¢no elasticnog udara koeficijent udara ima vrijednost izmedu ovih granicnih
vrijednosti, 0 <e <1.

Dakle dobijamo:
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mv, =e(-mv,) = V,=—ev

X 7
a odbojni ugao moZemo definisati sa

v 1
=— ="{ga.
—€ev (]

X

tger =

< |

x

Kako je koeficijent udara €< 1, to je tga >tga, odnosno « >« , tj. odbojni ugao je veéi od
upadnog ugla.

Koeficijent udara @ moZemo definisati kao omjer komponenti brzine okomitih na pregradu koje tijelo ima
poslije udara i prije udara:

v

e:—v—xz
\'

U ovom izrazu V, je negativno, a € ima pozitivnu vrijednost.

Koeficijent udara ili koeficijent restitucije moZe se odrediti eksperimentalno ako se kugla pusti sa visine h1

da padne na nepokretnu horizontalnu podlogu. Brzina koju kugla postigne neposredno prije udara je
2
_ Vv

V= 2gh1 . Nakon udara kugla se kre¢e od podloge brzinom V, a dostignuce visinu h2 =—, odakle je

vV=,2gh, .

A J2gh h

Ako je koeficijent restitucije e =—-—%, onda je e = b = e= [-%, pa se koeficijent udara moze
v, J2gh \h,

dobiti na osnovu visine kugle prije i nakon udara. Kod idealno elasti¢cnog udara je h2 = h1 paje e=1, dokje

kod idealno plasti¢nog udara je h2 =0 pajee=0.

Primjer: Hokejaski pak udari brzinom V o glatku ogradu pod uglom « =45° i odbije se pod uglom p =30°.
Kolika je brzina nakon udara i koliki je koeficijent udara?
Buduci da je ograda glatka, koli¢ina kretanja u smjeru ograde ostaje nepromijenjena:

—! MV Cosf =mvcosa
cosa 2
_V —

cosﬂ_ 3

U smjeru okomitom na ogradu dogada se udar sa koeficijentom restitucije €,

v, =-vsina, V,=Vsing

2
e__v_x_z_sinﬂ_v 3 sin30° /3
Vv, V sina v sin45® 3

X

CENTRALNI SUDAR

Za razliku od udara tijela (tacke) o nepokretnu pregradu, sudar predstavlja medusobni dodir dva tijela.
Sudar uzrokuje promjenu koli¢ina kretanja tijela unutar kratkog vremenskog intervala tokom kojeg sile koje
dejstvuju na tijela imaju velike intenzitete. Posljedica ovog jesu deformacije u neposrednoj zoni kontakta
tijela koje zavise od vremena i zbog Cega je tacno razmatranje problema sudara komplikovano.
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Medutim, moguce je opisati sudar uz pomo¢ idealizacije promjena stanja kretanja, zbog Cega se uvode
sljedece pretpostavke:

a) Vrijeme trajanja sudara tje tako malo da su promjene polozaja tijela u tom vremenu zanemarljive

b) Sile izmedu tijela u tacki dodira su toliko velike da se ostale, obicne sile mogu zanemariti tokom
vremena sudara

c) Deformacije tijela su tako malene da su i one zanemarljive, tj. tijela smatramo krutim.

Ravan dodira

Centralni sudar

£ »
Normala na %’\ 45 jr bg /

ravan dodira

i :i»,“‘.

a b

Slika: ravan dodira tijela i normala sudara

Na slici su prikazana dva tijela u sudaru. Tacka dodira P leZi u ravni sudara. Okomica na ravan sudara
povucena kroz tacku P odreduje normalu ili okomicu sudara.

Ako brzine sredista masa tijela neposredno prije sudara imaju pravac zajedni¢ke normale, onda se sudar
naziva upravni sudar. Ako ovo nije ispunjeno, onda imamo kosi sudar.

Ako zajednicka normala u tacki dodira P prolazi kroz sredista masa ovih tijela, onda se sudar naziva centralni
sudar, a ako to nije ispunjeno onda je sudar ekscentricni.

Ako brzine sredista masa tijela neposredno prije sudara imaju pravac zajedni¢ke normale i ako zajednicka
normala u tacki dodira P prolazi kroz sredista masa ovih tijela, onda se sudar naziva upravni centralni sudar.

Posmatrajmo upravni centralni sudar dvije kugle masa m, i m,, koje se kracu brzinama v, i v, (v, > V,).

Prije sudara Za vrijeme sudara Nakon sudara
T /[f) My
E ) elasti¢ni sudar F plasti¢ni sudar

A

- = . — —

t t* i b Pty 4

Slika: promjena sile kojom tijela medusobno djeluju
U trenutku t =0 nastupa prvi dodir. Sila F (t) kojom tijela medusobno djeluju jedno na drugo prvo raste i

u trenutku t*dostigne maksimum. To razdoblje u kojem se mase u neposrednoj blizini tacke dodira
medusobno pritiskaju nazivamo prvi period sudara ili period kompresije. Na kraju tog perioda (najvede
medusobno pritiskanje masa) obje mase imaju jednaku brzinu. U drugom periodu sudara, periodu
restitucije, deformacije tijela se vraéaju djelimi¢no ili potpuno, a sila medusobnog djelovanja opada na nulu.
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Po isteku vremena t; sudar je zavrSen i nema sile dodira a obje mase se nastavljaju kretati nezavisno jedna

od druge brzinama V, i V,.
Povrsine ispod grafikona F (t) predstavljaju impulse perioda kompresije i restitucije:

t t
I = [F(t)t I, = [ F(t)dt
0 t

3

t

S

Ukupan impuls sudara je: | = I F (t)dt =l +1;.
0

Ako su tijela koja se sudaraju potpuno elasti¢na onda su impulsi u periodu kompresije i restitucije jednaki,
=15 .

Ako su tijela potpuno plasticha onda na kraju kompresijskog razdoblja deformacije ostaju trajno, a sila na
mijestu dodira nestaje, pa je impuls restitucije |1, =0. U tom slu¢aju nakon sudara obje mase se krecu
zajednickom brzinom V*, tj. nastavljaju kretanje kao da su jedno tijelo.

U opstem slucaju, kada su tijela djelimi¢no elasti¢na, impuls u restitucijskom periodu je |, =¢e-1I,,

0<e<l1, gje je e-koeficijent sudara (restitucije). Vrijednosti koeficijent sudara za pojedine vrste materijala
su prikazane u tabeli.

Materijal Koeficijent sudara

Drvo -drvo ~0,5
Celik-Celik 0,6...0,8
Staklo-staklo | 0,94
Pluto-pluto 0,5....0,6

Koeficijent sudara zavisi i od kvaliteta obrade povrsina oba tijela a u nekom smislu i od brzina tijela u
sudaru, tako da se moZe odrediti samo mjerenjem. Pri vrijednosti € =1sudar je idealno elasti¢an, za e =0
sudar je idealno plastic¢an, a za 0 < e <1 sudar djelimi¢no elasti¢an.

Usljed sudara mase m i m, doZivljavaju promjenu brzina, koje se mogu izraCunati ako se primjeni zakon

koli¢ine kretanja na obe mase. Pri tome se mora paziti da za sile koje dejstvuju na ove mase vazi zakon
akcija=reakcija i da su impulsi suprotno usmjereni a jednaki po intenzitetu.

Za kompresijski period vrijede jednacine:

m(vVi-v)=-lc  m(V-v,)=I
A za restitucijski period vrijede jednacine:
m(G-v)=-l,  m(%,-Vv)=1

Uz ove jednacine pridodajemo i |y =€-1,, tako da imamo pet jednacina sa pet nepoznatih velicina,
v,V
Rjesavanjem jednacina dobiju se brzine nakon sudara:

o _ v, + myv, —em, (v, —Vv,) o MV, + MV, o+ em, (v, —Vv,)

1 2
m, +m, m, +m,

Ako je sudar idealno plasti¢an, e =0, brzine su:

— mlvl + mZVZ
17 "2

m, +m,

tj. brzina tijela je jednaka brzini V' na kraju perioda kompresije.
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Ako je sudar idealno elasti¢an, € =1, brzine su

g 2m,v, +Vv; (m, —m, ) _ 2my; +Vv, (m, —m,)

1 2
m, +m, m, +m,

Ako su obe mase jednake, M, =m, =M, onda su brzine V, =V, i V, =V,, tj. mase su izmijenile brzine. Npr.
ako je masa M, bila u mirovanju prije sudara, ona ¢e nakon sudara imati brzinu koju je masa m, imala prije
sudara, dok ¢e masa m, poslije sudara ostati u mirovanju.

Nezavisno o vrsti sudara, koli¢ina kretanja sistema ostaje sacuvana (odrzanje koli¢ine kretanja materijalnog
sistema):

- - 1 2 2
myv, +m,V, = —[ml V, + Mm,v, —em,m, (V; =V, )+ mm,V; +m5Vv, +emm, (v, -V, )} =myV, + MV,
m, +m,
Ako odredimo razliku brzina nakon sudara dobijemo:
(V) (m +m,)
Vo=V =
m, +m,

=e(v,-Vv,)

U ovom izrazu V, —V, predstavlja razliku brzina masa koje se medusobno priblizavaju, tj. razliku brzina koje
mase imaju prije sudara, dok V, —V, predstavlja razliku brzina masa nakon sudara, tj. relativnu brzinu
udaljavanja masa nakon sudara.

Iz posljednjeg izraza proizilazi da je koeficijent sudara jednak odnosu relativnih brzina masa nakon i prije
sudara, tj. relativne brzine razdvajanja i relativne brzine priblizavanja masa:

\71_\72
Vi =V,

e=-

Gubitak mehanicke energije pri sudaru (zbog plasticnog deformisanja i zagrijavanja) dobije se iz razlike
kinetickih energija prije i poslije sudara:

2 2 T2 T2 a2
AE, —=E,, —E, :(mlzvl N m22v2 j_[mlzvl N m22v2 J: 1 2e mm, (Vl_Vz)z
m, +m,

Za idealno elasti¢ni sudar (e =1)nema gubitka kineti¢ke energije, dok je najveci gubitak kineti¢ke energije
kod idealno plasti¢nog sudara (e =0).

Kao primjeri sudara masa u tehnici mogu se navesti procesi kovanja, probijanja, zabijanje klina i dr.

Kod kovanja je masa m, prije sudara u mirovanju, tj. vV, =0. Ako definiSemo koeficijent iskoris¢enja

2
myVv.

energije 77 (stepen korisnog djelovanja) kao odnos gubitka energije AE, i unesene energije E,, =%,
onda je

AE E . —E m 1

p=Ee BB ey Mg .
Evo Evo m, +m, 1+ M
m2

Kod kovanja je, zbog plasti¢nog deformisanja tijela, potrebno da stepen iskoriséenja energije bude Sto vedi.

. . .. . vy .. m ... ,
Za idealno plasti¢an sudar, e =0, ocigledno je da se to postize §to manjim odnosom —X, tj. to vecom
m,
masom nakovnja M, u odnosu na masu cekica M, . Cjelokupna kineticka energija sistema trosi se na

deformaciju tijela koje se kuje, a tijela nakon sudara ostaju nepokretna ( E, =0).
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Kod probijanja probojac treba biti male mase m, u odnosu na masu Cekica M, , pa u tom slucaju odnos
m

—L treba biti $to vedi, a cjelokupna kineticka energija sistema troi se na pomjeranje tijela nakon sudara.
m
2

To znaci da u ovom slucaju nema gubitka kineticke energije, E,, = E, ,tj. sistem se poslije sudara krece

istom kinetickom energijom koju je imao na pocetku sudara, a tijela se prilikom sudara ne deformisu. U
ovom slucaju koeficijent iskoriséenja energije je odnos kineticke energije sistema nakon sudara i kineticke

E
energije sistema prije sudara, 77 = —&
ko
Kosi centralni sudar
1
Pl i ' - "
LY _I r_ g -
f L1
- ,
b, b
I L. |\L Tri

Slika: kosi centralni udar
Razmotrimo kosi centralni sudar, a zbog jednostavnosti se ograni¢imo na sudar dvije mase u jednoj ravni.

Pretpostavimo da su povrsine masa idealno glatke $to znaci da udarne sile i njihovi impulsi imaju pravac
normale sudara. Ako X osu orijentiSemo u pravcu normale, a Y osu orijentiSemo u ravni dodira, onda je

zakon koli¢ine kretanja za Y osu:

mlvly - mlvly =0 = vly = Vly
myv,, —myv, =0 = vV, =v,,
Komponente brzine okomite na normalu sudara ostaju kod glatkih povrsina masa nepromijenjene.

U smjeru normale sudara, tj. X ose, jednacine su kao i kod upravnog sudara. Pri tome treba uvrstiti
komponente brzina u smjeru normale sudara, pa su jednacine

m vy, —mV,, = -1
MV, —M,V,, = |
Na desnoj strani jednacina su impulsi sila sudara za cijelo razdoblje sudara ;.

Uslov sudara odreduje dodatnu jednacinu, koeficijent sudara:

Iz ove tri jednacine odreduju se nepoznate veli¢ine V,,, V,, i | .
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OSCILACIJE MATERIJALNE TACKE

OSNOVNI POJMOVI O OSCILATORNOM KRETANJU

Oscilatorno kretanje je periodi¢no kretanje tijela oko nekog ravnoteznog polozaja. Tijelo se krece po istoj
putanji ali neprekidno prolazi, iz dva razlicita smjera, kroz jednu tacku koja predstavlja poloZaj ravnotezne.
Osim termina oscilacija, u tehnickoj praksi koristi se i termin vibracija. Vibracija u opstem smislu predstavlja
oscilatorno kretanje mehanickog sistema pri ¢emu su pomjeranja tacaka sistema mala u poredenju sa
dimenzijama samog sistema. Primjeri oscilatornog kretanja su: ljuljanje na ljuljaski, kretanje klatna sata,
vibriranje Zica Zi¢anih muzickih instrumenata, itd. Oscilacije tijela mogu da se vrSe po pravoj liniji (npr. teg
okacen o oprugu) ili po kruznom luku (kuglica okacena o tanak konac).

mg cosB

Harmonijske oscilacije vrSe se pod djelovanjem harmonijske sile. Harmonijska sila je sila Ciji je intenzitet
proporcionalan elongaciji (to je rastojanju tijela od ravnoteZnog poloZaja) i usmjerena je uvijek ka
ravnoteznom poloZaju, tj. smjer djelovanja sile je takav da uvijek nastoji tijelo vratiti u ravnotezni polozaj.
Razmotrimo mehanicki sistem koji se sastoji od tijela mase M vezanog za kraj opruge krutosti C, koje moZe
da se krece bez trenja po horizontali.

Kada opruga nije ni istegnuta ni sabijena, telo je u poloZaju odredjenim sa X =0, koji se naziva poloZajem
ravnoteZe sistema. Iz iskustva je poznato da kada se tijelo izvede iz ovog poloZaja, pocinje da osciluje oko
njega. Ukoliko otklon tijela iz ravnoteZnog poloZaja oznacimo sa X (elongacija), onda sila koja djeluje na

tijelo, IfC , teZi da ga vrati u ravnotezni poloZaj. Projekcija ove sile na pravac kretanja tijela je F, =—CX.

o
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Ova sila se zove sila elasticnosti opruge, sila uspostavljanja ili restituciona sila, jer je uvijek usmjerena ka
ravnoteznom poloZaju, odnosno uvijek je suprotnog smjera od smjera pomijeranja tijela. Pod djelovanjem
ove sile tijelo vrsi tzv. slobodne oscilacije.

Osim slobodnih oscilacija, postoje i prinudne oscilacije. To su oscilacije koje nastaju pod djelovanjem
poremecajne, odnosno prinudne periodi¢ne sile, koja nastaje kao posljedica neuravnotezenosti dijelova
masina, odnosno dejstvom promjenljivog magnetnog polja, itd.

Ukoliko se u razmatranju oscilatornog kretanja zamenare sile otpora onda imamo slucaj slobodnih
neprigusenih oscilacija i prinudnih neprigusenih oscilacija. Medutim, ukoliko pored restitucione sile i
poremecajne sile na tijelo dejstvuje i sila otpora, onda imamo slucaj slobodnih prigusenih oscilacija i
prinudnih prigusenih oscilacija.

SLOBODNE NEPRIGUSENE OSCILACIJE TACKE

Problem slobodnih oscilacija bez prigusenja mozZe se analizirati na primjeru vertikalnog harmonijskog
oscilatora:

Yz

Odgovarajuca diferencijalna jednacina kretanja u pravsu ose Z je

mZ = —Cz = 7+

So

C
Ako uvedemo oznaku @* = —, diferencijalna jednacina slobodnih oscilacija je:
m

7+0’z2=0.
Opste rjeSenje ove homogene linearne diferencijalne jednacine je harmonijska funkcija oblika:
z(t) = C;sinwt +C, cos wt = A, cos( ot + ¢, )
Ovo je zakon slobodnih oscilacija tacke (odreduje elongaciju tijela u datom trenutku vremena t ), gdje je:
A, - amplituda oscilovanja, to je maksimalni otklon (elongacija) tacke od ravnoteinog polozaja,
@ - kruzna frekvencija slobodnih oscilacija iskazana u [rad/s] ili [s™]
@, - pocetna faza kretanja [rad]

(a)t + (00) - faza kretanja,

C,, C, - integracione konstante koje zavise od pocetnih uslova kretanja.
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Zakon slobodnih oscilacija, tj. zavisnost elongacije tijela koje vrsi prosto harmonijsko oscilovanje od
vremena, data je na sljedecoj slici:

Bitne karakteristike harmonijskog kretanja su period i frekvencija oscilovanja.

Period oscilovanja, T, je vrijeme potrebno tacki da prode jedan pun ciklus kretanja. Iskazuje se u
sekundama i odreduje se iz:

r
()

Frekvencija oscilovanja predstavlja broj oscilacija koje telo napravi u jedinici vremena. Iskazuje se u
hercima [Hz] ili [s"'], a odreduje se kao recipro¢na vrijednost perioda:

l o
f=o=2
T 2r
Linearna brzina i ubrzanje tacke koja vrsi slobodne harmonijske oscilacije dobiju se diferenciranjem po
vremenu zakona oscilovanja (elongacije):

v=17 :% =—wA, sin(ot +¢@,) =—A, sin(ot + ¢,)
a=17 :%: —w’ A, cos(wt +@,) = —A, cos(wt +@,)

U ovim izrazima su amplitude brzine i ubrzanje iskazane preko amplitude elongacije:
A = oA,
A =a’A =oA.
Na sljedecoj slici su prikazane zavisnosti elognacije, brzine i ubrzanja, respektivno. Sa slike se vidi da se faza

brzine razlikuje od faze elongacije za % radijana, odnosno, tamo gde z ima maksimum ili minimum,

brzina je nula. Takodje, tamo gde je elongacija nula, brzina je maksimalna. Osim toga se vidi da je faza
ubrzanja pomjerena za 7 radijana u odnosu na fazu elongacije, sto znaci da tamo gde z ima maksimum i
ubrzanje ima maksimalnu vrednost, ali suprotnog predznaka u odnosu na znak elongacije.

AZ

j-‘JR i

;
C

(@)

® , N

©

=
R
>§j
Y
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SLOBODNE PRIGUSENE OSCILACIJE

Oscilatorno kretanje koje je prethodno razmatrano se odvija u idealnim sistemima, bez trenja, i jednom
kada bi bilo uspostavljeno u sistemu, odvijalo bi se trajno. U realnim sistemima, Cije se kretanje odvija nekoj
sredini (vazduh, voda, idr.), potrebno je uzeti u obzir dejstvo okoline na kretanje tijela. Sila kojom sredina
djeluje na tijelo u kretanju zavisi od osobina sredine (gustine, viskoznosti, ...), od oblika tijela koje se krece i
njegove brzine.

Stoga Ce opisivanje oscilovanja biti realnije kada se osim restitucione sile uzme u obzir i sila otpora sredine.
Posljedica njenog postojanja je da se oscilovanje usporava sa vremenom jer se ukupna mehanicka energija
sistema trosi na savladavanje otpora sredine. Usljed toga ¢e se energija smanjivati sa vremenom a oscilacije
prigustivati pa se ovaj (realan) tip oscilovanja naziva priguseno oscilovanje.

Uzima se da je sila otpora proporcionalna prvom stepenu brzine tijela, IEW =-bV, i uvijek je usmjerena

suprotno od smjera kretanja tijela (suprotstavlja se kretanju tijela). Ovdje je b koeficijent proporcionalnosti
izmedju sile otpora sredine i brzine kretanje tijela.
Model slobodnih prigusenih oscilacija dat je na sljedecoj slici:

¢

Yz

Odgovarajuca diferencijalna jednacina slobodnih prigusenih oscilacija tacke u pravsu ose Z je:

. . . b. ¢ . .
i=-cz-bz = i+—7+—2=0 = 7+202+w*z=0
m m

Cije rjesenje zavisi od oblika korijena tzv. karakteristicne jednacine:

Ao =o(-£+E -1

gdje su: 0)223, o= b o b

m T om’ "o 2Jom

Veli¢ina 0 naziva se koeficijent prigusenja, a veli¢ina & je bezdimenzioni koeficijent.

Opste rjesenje diferencijalne jednacine predstavlja zakon slobodnih prigusenih oscilacija tacke:
2(t) =Ce™ +C,e'.
Oscilatorno kretanje opisano ovim zakonom mozZe biti periodicno (imati harmonijski karakter) ili
aperiodic¢no, Sto zavisi od korijena /11'2 karkateristi¢ne jednacine,tj. od odnosa veli¢ina 0 i w:
e O <w -ovo je slutaj tzv. malog prigusenja. Korijeni /11'2 karakteristi¢ne jednacine su konjugovano
kompleksni. Nastaje slaba oscilacija sa opadaju¢im harmonijskim kretanjem, opisanim zakonom:
z(t) = Re " cos(pt + ax)

gdje je p= Nw® — 8% - kruina frekvencija slobodnih prigusenih oscilacija, a amplituda Re*ima
opadajuci karakter:
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za slu¢aj malog prigusenja

~ 1
mmmmm - -
PN T | x=Re®
! /T“i“- - Zavisnost elongacije od vremena
0 [x’ \;/ |IZ ! ¢

e O =w - ovo je sluéaj tzv. graniénog prigusenja. Korijeni /11’2 karakteristi¢ne su realni i jednaki.
Nastaje aperiodicno kretanje.
e O >w -ovo jeslucaj tzv. velikog prigusenja. Korijeni 21'2 karakteristi¢ne su realni i razliciti. Nastaje

jaka oscilacija sa aperiodi¢nim kretanjem:

b
!
Zavisnost elongacije od vremena
I, Y ) iy
i za slucaj velikog i grani¢nog
prigusenja
04 z

PRINUDNE OSCILACUE

Ukoliko na tijelo, osim restitucione sile, djeluje i prinudna (poremecajna) sila koja ima harmonijski karakter,
F(t) = F,cos(Qt—-6,), tijelo ¢e vrsiti prinudne oscilacije. Model mehani¢kog sistema sa prinudnim
neprigusenim oscilacijama predstavljen je na sljedecoj slici:

Diferencijalna jednacina prinudnih neprigusenih oscilacija ima oblik:
. . C F .
mZ=-cz+F,cos(Qt-6,) = Z+—z=-2cos(Qt-6,) = Z+w’z=hcos(Qt-6,)
m m

gdje je: F, - amplitude poremecajne sile
Q - kruzna frekvencija poremecajne sile

0, - pocetna faza poremecajne sile

C
=, /— - kruzna frekvencija slobodnih (sopstvenih) oscilacija
m
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Ako se pogleda diferencijalna jednacina prinudnih oscilacija, ocigledno je da je lijevi dio jednacine upravo
isti kao kod slobodnih oscilacija tacke, dok desni dio jednacine predstavlja harmonijsku funkciju. Ovo je
nehomogena diferencijalna jednacinu sa konstantnim koeficijentima, Cije je opste rjeSenje zbir rjesenja
odgovaraju¢e homogene jednacine i tzv. partikularnog rjesenja:

z(t) =z, (1) +z,(1).

Kinematicka jednacina prinudnih oscilacija opisuje zbir slobodne i prinudne oscilacije kruznih frekvencija @
2r 2r

i Q, odnosno perioda T, =— i Tp =—:
w Q

2(t) = z,, (t) + z, (t) = (C;sin wt + C, cos wt) + C, cos(Qt — 6,)
z(t) = C cos(awt — ¢,) +#c05(§2t —0,).

Ovaj zakon kretanja (elongacija) izveden je pod pretpostavkom da se zanemaruju otpori kretanja. Ipak, u
relanim uslovima usljed postojanja otpora, slobodne oscilacije se vrlo brzo prigusuju i nemaju veceg uticaja
na rezultujuée kretanje. Primaran znacaj imaju prinudne oscilacije koje se i pri postojanju otpora ne
prigusuju.

Ako je w>Q), amplituda prinudne oscilacije je pozitivna, a faza prinudne oscilacije jednaka je

wZ QZ

fazi prinudne sile, tako da zakon prinudnog oscilovanja ima fomu, tj.:

h
Zp (t) = m COS(Qt - 00)

Ako je w<C2, amplituda prinudne oscilacije je negativna, a faza prinudne oscilacije u odnosu

w* —Q?

na fazu prinudne sile se uvecava za 7, tako daje :
h h
ZP (t) = —mCOS(Qt - 90) = ra)zCOS(Qt - 00 + 72') .

Prema tome, znak amplitude i faza prinudne oscilacije zavisi od odnosa kruznih frekvencija slobodnih
oscilacija i prinudne sile, koji se naziva koeficijent poremecaja:

p==.
w

Promjena amplitude prinudnih oscilacija u zavisnosti od koeficijenta poremecaja moze se opisati preko
dinamickog faktora pojacavanja, 7, koji predstavlja odnos amplituda prinudnih oscilacija pri dinami¢ckom
i statickom dejstvu poremecajne sile:
zg 1
1-y?

Prema dijagramu datom na sljededoj slici, kada je @>(€2, dinamicki factor pojaavanja moze se smanijiti
najviSe do jedinice (amplituda prinudnih oscilacija pri dinamickom dejstvu poremecajne sile moze se
smanijiti najvisSe do amplitude prinudnih oscilacija pri statickom djelovanju poremecajne sile).

Kada je @=C), dinamicki faktor pojatavanja postaje beskonacan, 77, =0, i tada su amplitude prinudnih
oscilacija beskonacno velike. Ova pojava naziva se rezonancija.

Kada je @<Q, koeficijent 77, — 0, pa se u ovoj oblasti moze posti¢i da amplituda prinudnih oscilacija pri
dinamickom dejstvu poremecajne sile teZi nuli.
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N | v<l, 0<Q<o
: Zavisnost dinamickog T i
5 1 faktora pojacavanja od : i &
4 \ koeficijenta poremecdaja R
3 11 v=1l, Q=w
5 ‘\ o
1 \Px e -
2 10 | i —— W=0w
3 1 e >l Q2o
2 o=y
3 7y =—2L
4 I=yr~
-5

REZONANCIA

Pojava rezonancije nastupa kada je kruzna frekvencija slobodnih oscilacija jednaka kruznoj frekvenciji
poremecajne sile, w=C). Teorijski, rezonancija ima za posljedicu beskonacno veliku amplitudu prinudne

oscilacije, Sto ne odgovara obliku amplitude C, = > - Amplituda prinudne oscilacije za slucaj

2
w —

h
rezonancije je linearna funkcija vremena, iz—t , a prinudna oscilacija je opisana sa:
1)

h T
Z, =—tcos| (Qt—-6,) ——
- [( ) 2}

T
Faza prinudnih oscilacija, {(Qt—&o)—g] u sluéaju rezonancije zaostaje za fazom prinudne sile,

T
ot-06,)),za —.
( 0) Za 5

Grafik prinudnih oscilacija za slu¢aj rezonancije dat je na slici:

Rezonantno oscilovanje za relani mehanicki sistem predstavlja rezim nestacionarnog kretanja, kojeg treba
izbjegavati zbog razornog dejstva rezonancije na sistem. Ukoliko ovakav rezim kretanja nije moguée u
potpunosti izbjeci, treba nastojati da vrijeme zadrZavanja sistema u ovakvom nestacionarnom reZimu rada
bude Sto krace.
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